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1 Starke Induktion

Eine etwas abgewandelte Form der Induktion ist die sogenannte starke Induk-
tion. Bei dieser Spielart besteht die Induktionsvoraussetzung nicht blofs aus der
Annahme, dass etwas fiir n gilt, sondern fiir alle Zahlen kleiner oder gleich n.
Diese Technik kann sehr niitzlich sein und in Aufgaben Anwendung finden, in
denen uns die ,,gewShnliche” Induktion nicht weiterbringt.

Hier ein Beispiel: wir wollen beweisen, dass jede natiirliche Zahl, die grofer
oder gleich zwei ist, entweder eine Primzahl oder das Produkt von mindestens
zwei Primzahlen ist.

Das ist sicherlich richtig fiir die Zahl 2, denn sie ist selber eine Primzahl.

Nun kommt der Induktionsschritt: Angenommen die Aussage stimmt fiir alle
Zahlen < n. Nehmen wir die Zahl n+1. Entweder sie ist eine Primzahl, was die
Aussage bestédtigen wiirde, oder n+1=p x ¢ fiir irgendwelche Zahlen p und q, die
beide kleiner sind als n+1. (Du erinnerst dich, dass nach Definition eine Zahl
prim ist, wenn sie nur durch sich selbst und durch eins teilbar ist. Das bedeutet,
dass wenn eine Zahl nicht prim ist, sie durch zwei Zahlen teilbar sein muss, die
beide kleiner sind als die Zahl selbst.) Aber nach Induktionsvoraussetzung sind
p und q beide Produkte von Primzahlen und somit ist auch n+1=p*q eins!

2 Einige Ubungsaufgaben

2.1 Quadratzahlen sind Summen von ungeraden Zahlen

Beweise durch Induktion, dass n? die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist,
oder in Symbolsprache:

n
n2:1+3—|—5+...+2n—1222n—1

i=1

2.2 Der Turm von Hanoi

Dieses Spielt wurde vom franzosischen Mathematiker Edouard Lucas in 1883
erfunden. Wir haben drei Stébe, auf einem von denen n Scheiben verschiedener



Grofe in Form einer Pyramide angeordnet sind:

Ein Zug besteht darin, von einem Stab die oberste Scheibe herunterzunehmen
und auf einen anderen Stab zu setzen. Dabei darf aber niemals eine grofiere
Scheibe auf einer kleineren liegen. So konnte also die Position nach einigen Zii-
gen aussehen, wenn n=6 ist:

L

Es gibt viele Aspekte an diesem Spiel, die fiir den Mathematiker interessant
sind. Wir stellen uns erstmal nur die Frage, wieviele Ziige wir brauchen um die
komplette Pyramide von einem Stab auf einen der anderen beiden zu verschie-
ben.

2.2.1

Wieviele Ziige brauchst du bei einer Scheibe? Und bei 2 Scheiben? Wieviele sind
es bei 3 Scheiben? Du kannst es mit Miinzen, Bierdeckeln verschiedener Grofe
oder einfach deiner Fantasie ausprobieren.

2.2.2

Versuche, eine Vermutung zu dufern wie die allgemeine Formel fiir n Scheiben
aussieht! Schreibe hierzu die Werte die du fiir n=1,2,3 herausbekommen hast in
eine kleine Tabelle und schaue, ob dir eine Regelméfigkeit auffallt.

Tip: Bei 4 Scheiben wirst du 15 Ziige brauchen.

2.2.3

Beweise deine Vermutung durch Induktion. Uberlege hierzu, wie du eine Pyra-
mide aus n+1 Scheiben verschieben wiirdest, wenn du bereits wiisstest wie man
eine Pyramide aus n Scheiben verschiebt!

2.3 Geometrische Reihe

"1
Versuche, durch vollsténdige Induktion zu zeigen, dass Z - < 2firallen > 1!
£

i=1
Du wirst feststellen, dass es hierbei ein Problem gibt. Welches?

"1 1
Nun beweise durch vollstindige Induktion, dass E - <2-- fiir alle n > 1!
i n
i=1

2.4 Ubung zur starken Induktion

Man weifs, dass fiir jede Zahl n > 3 es eine Primzahl p gibt, die zwischen n/2
und n liegt, also n/2 < p < n. Benutze diese Tatsache und die Technik der
starken Induktion, um zu beweisen, dass jede natiirliche Zahl eine Summe von
verschiedenen Primzahlen ist. (Hier wird auch die 1 als Primzahl betrachtet.)



2.5 Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Folge ist eine der bekanntesten sogenannten rekursiven Folgen.
Relursiv bedeutet, dass jedes Glied der Folge durch die vorhergehenden definiert
ist. Die Folge sieht folgendermafen aus:

Die erste Zahl, wir nennen sie aq, ist 1. Die zweite ist zwei: as = 2.

Um nun die n-te Zahl zu finden brauchen wir die beiden vorhergehenden. Die
Formel ist a,, = an—1 +a,—2. Das bedeutet, dass jede Zahl der Folge die Summe
der beiden vorhergehenden ist.

2.5.1
Schreibe die ersten 8 Glieder der Folge auf!

2.5.2

Stell dir vor, du baust eine Mini-Mauer aus Ziegelsteinen. Jeder Ziegelstein ist
ein Késtchen breit und zwei Késtchen hoch. Wir wollen wissen, wieviele verschie-
dene Moglichkeiten es gibt, eine Mauer der Hohe 2 Késtchen und der Lénge n
Késtchen zu bauen. Hier sind zum Beispiel alle Moglichkeiten fiir n=1,2,3:

M
=
- = Bl

4 777

Wieviele Moglichkeiten gibt es fiir n=4 und n=57
Vergleiche mit deinem Ergebnis aus 2.5.1 und beweise die Regelméfigkeit, die
dir auffillt!

3 Induktion am Beispiel eines geometrischen Pro-
blems

Bislang sah es vielleicht so aus, als sei die vollstindige Induktion nur etwas fiir
Aussagen aus der Zahlentheorie. Das ist nicht ganz falsch, aber es gibt viele
Mboglichkeiten, Fragen aus anderen Bereichen der Mathematik auf eine Aussage
iiber natiirliche Zahlen zu reduzieren. Das mag zunéchst sehr theoretisch klin-
gen, aber hier ist ein konkretes Beispiel.

Stellen wir uns vor, wir haben ein Brett von der Grofe 2™ x 2™ Felder. Fiir
n kdnnen wir irgendeine natiirliche Zahl einsetzen. Zum Beispiel wenn n = 5 ist,
dann ist das Brett 32 x 32 Felder grof. Jetzt nehmen wir an, wir decken ein Feld
mit einer Miinze zu und versuchen die iibrigen Felder mit Figuren abzudecken,
die jeweils genau drei Késtchen um die Ecke abdecken:

5

Diese Eckfiguren diirfen sich dabei nicht iiberlappen und alle Felder, aufier
das mit der Miinze, miissen abgedeckt sein. Die Frage ist nun, fiir welche n das



iiberhaupt moglich ist und ob es dabei eine Rolle spielt, wo wir die Miinze hin-
packen.

Mboglicherweise hast du jetzt keine Ahnung, wo du anfangen sollst. In diesem
Fall ist es oft eine gute Idee, ein konkretes n zu nehmen (ein moglichst einfa-
ches!) und auszuprobieren. Wenn n=1 ist, haben wir es mit einem 2 x 2-Brett
zu tun und die Sache ist klar: Decke ein Feld mit der Miinze ab und decke die
restlichen drei mit einer Eckfigur zu. Das ist natiirlich immer mdoglich, egal auf
welches Feld wir die Miinze legen:

Die néchste natiirliche Frage ware: Was ist mit n=2, sprich mit einem 4 x 4-
Brett? Nun ja, ein 4 x 4-Brett besteht im Grunde aus vier 2 x 2-Brettern und
wir wissen bereits, wie wir jedes von diesen abdecken. Allerdings haben wir das
Problem, dass wir fiir jedes 2 x 2-Brett eine Miinze brauchen. Legen wir doch
die vier Miinzen in die mittleren vier Késtchen:

9]
ol

Jetzt kénnen wir problemlos drei davon entfernen und mit einem Eckteil er-
setzen! Das gibt uns die erwiinschte Abdeckung! Bleibt noch die Frage: Ist es
egal, wo wir die Miinze liegen haben? Kénnen wir sie auf jedes beliebige Feld
legen und die restlichen mit den Eckfiguen abdecken? Natiirlich! Wir kénnen
die Miinze ganz offensichtlich auf jedes der mittleren vier Felder legen. Doch
wir konnen auch jedes der vier 2 x 2-Bretter drehen und somit die Miinze in
jedes Eckfeld des 4 x 4-Bretts bekommen.

Spétestens jetzt sollte uns der Verdacht kommen, dass wann immer wir es schaf-
fen, ein Feld der Grofe 2" x 2™ auszulegen, wir auf dem Erreichten aufbauen
konnen und ein Feld der Grfe 271 x 271 auslegen konnen.

Versuche, den Induktionsschritt zu finden und damit den induktiven Beweis
zu vervollstandigen!

4 Erweiterung unseres Repertoires - Eine unge-
wohnliche Induktion

Mal angenommen, wir haben n reelle Zahlen, die wir a1, as, ..., a, nennen. Das
geometrische Mittel ist definiert als {/ajaz...a,. Das arithmetische Mittel ist
’“JFT“" Wir wollen beweisen, dass das arithmetische Mittel immer mindestens
genauso grofs ist wie das geometrische, also dass

ai + ...an
n

Yaias...a, <

oder, was dasselbe ist



unabhingig davon wie viele Zahlen wir haben und was fiir Zahlen das sind.
(Probiere es ruhig mit x-beliebigen Zahlen aus!)

Es gibt dafiir iiber 50 verschiedene Beweise, aber wir wollen uns einen beson-
ders schonen induktiven Beweis anschauen, der gemeinhin Cauchy zugeschrieben
wird, einem groffen Mathematiker des 19. Jahrhunderts. Fiir uns ist er besonders
interessant, weil er eine recht ungewohnliche Induktion benutzt.

Sei P(n) die Aussage ,aia2...a, < (%)n fiir beliebige n Zahlen*.

Wir zeigen zunéchst, dass P(2) gilt:

Fiir beliebige zwei Zahlen a; und as wissen wir dass

(a1 —az)? >0«

al —2aya; + a3 >0 &

af + ag > 2a1a0 &

a% + 2a1a9 + ag > 4aia0 &

(a1 + az)? > dajaz &

2
<a1;a2) > aray

4 ;—M 2> aiaz

Damit ist der Induktionsanfang fertig! Beachte, dass das der erste nicht-
triviale Induktionsanfang war, bei dem es tatsichlich etwas zu beweisen gab.
Das nun folgende Prozedere mag etwas ungewohnlich erscheinen, aber wenn man
dariiber nachdenkt, kann man sich davon iiberzeugen, dass es die Giiltigkeit von
P(n) fiir alle n beweist.
Wir werden in zwei Schritten vorgehen. Wir werden zeigen:
(A) aus P(n) folgt P(n-1) und
(B) aus P(n) und P(2) folgt P(2n).

Auf geht’s:
n—1
. . . . ag
(A) Seien ay,...,a,_1 irgendwelche n-1 Zahlen. Wir definieren A = Z —
k=1
Angenommen P(n) gilt. Was ist dann mit P(n-1)7 Nun
n—1 n
S s a
P(n) _ —1)A+ A\"
(a1 X ... X ap—1) xA < k=t :((n )A+ ) = A"
n n

und wenn wir auf beiden Seiten durch A dividieren, bekommen wir

n—1
> a
k=1

n—1

n—1

a1 X ... X ap_1 < An71 =

was genau die Aussage P(n-1) ist!



Nun also zu Schritt (B), der etwas nachdenken erfordern wird:

P(n) n a n 2n a n
k k
ay X ... X agp = (a1 X ... X ap) X (Apg1 X ... X agy) < (E n) x(E )
k=n

Nimm dir die Zeit, jeden Schritt nachzuvollziehen und sei nicht entmutigt, wenn
es etwas langer dauert! Der Beweis benutzt nur elementare Umformungen und
die Induktionsvoraussetzungen. Die Stellen, an denen in Schritt (B) P(2) und
P(n) als Voraussetzungen benutzt werden, sind entsprechend markiert.




