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LE RI&JLTAT essentiel de cet article est le suivant. 

THEOREME 1. A isotopie p&s, I’espace lenticulaire L (p, q) contient un unique tore le siparant 
en deux tares solides. 

L’existence d’un tel tore est classique, et peut &tre meme prise comme definition des 
espaces lenticulaires (si l’on y inclut S’ x S2). Le point important de l’inonct concerne 
done l’unicite de ce tore a isotopie pres. 

Une consequence facile du thiorime 1 est la determination du groupe des diffeotopies 
( = classes d’isotopie de diffeomorphismes) de L@, q). En fait, d’apres la classification des 
espaces lenticulaires, la determination de ce groupe est Cquivalente au Theoreme 1. 

Une autre application intiressante, quoique n’apportant aucun resultat nouveau, est 
que notre preuve du Theorime 1 fournit une nouvelle demonstration de la classification 
des espaces lenticulaires qui est entierement geometrique (modulo quelques considerations 
Climentaires sur l’homologie de rang 1). 

Le Theoreme 1 correspond a une vieille conjecture qui, hormis pour les cas faciles de 
S3, S1 x S2 et RP3, est rest&e longtemps sans progres significatif (voir par exemple[4], 
Problem 3-35, en 1976). Ces toutes dernieres annees, divers travaux de N. Ivanov, J. 
Rubinstein et J. Birman en ont fourni une preuve dans le cas particulier oti l’espace 
lenticulaire considtre contient une bouteille de Klein[3, 7] ou une surface homeomorphe 
a la somme connexe de trois plans projectifs[l]; les methodes utilisees sont inspirees de 
celles introduites par W. Haken pour l’etude des varietes de dimension 3 qui sont 
“suffisamment grandes”. 

Or, dis 1956, H. Schubert dimontrait dans son article[lO] sur les noeuds a deux ponts 
un resultat que l’on peut inoncer ainsi: Identifiant l’espace lenticulaire L(p, q) avec le 
revetement double ramifie d’un noeud B deux ponts, soit r I’involution de revetement 
correspondante (voir une definition explicite de 7 au 61); alors, a isotopie r-iquivariante 
pres, L@, q) contient exactement un tore qui est preserve par 7 et separe L(p, q) en deux 
tores solides. En effet, la donnie d’un tel tore est equivalente a celle d’une presentation 
a deux ponts du noeud consider&, et la deuxieme moitii @5 a 10) de [lo] est consacree 
a la demonstration de l’unicite des presentations a deux ponts a isotopie preservant le 
noeud prb. 11 semble que ce resultat ait assez peu attire l’attention, y compris sous sa forme 
theorie des noeuds (voir par exemple certains articles sur les automorphismes des noeuds 
a deux ponts parus dans les an&es 70, alors que le groupe de ces automorphismes est 
implicitement determine dans [lo]). Pourtant, on peut considirer que le theorime 1 etait 
pratiquement “demontre entre les lignes” dans [lo]. En effet, la preuve que nous presentons 
ici est directement issue d’un “nettoyage” des demonstrations de [lo], et en utilise les 
grandes lignes autant que les details; hormis la mise en place du cadre general et quelques 
simplifications redevables aux vingt-cinq an&es de mathematiques qui se sont Ccoultes 
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depuis 1956, les differences techniques sont en effet mineures (voir seulement la remarque 
concluant le $4). 

Nous esperons que le present article incitera le lecteur a se plonger dans [lo] et 
contribuera a renouveler l’interit pour les methodes de H. Schubert telles qu’elles sont 
developpees dans [8-IO]. Celles-ci, plus fines que les techniques de minimalisation 
d’intersection qui suffisent habituellement pour travailler dans les varietb de Haken, sont 
en effet peut-etre plus adaptees que ces dernieres pour l’itude des varietts de dimension 
3 insuffisamment grandes (voir egalement [2]). 

N.B. Apt-b soumission de ce manuscript, nous avons appris que le groupe rc,, Diff I;@, q) 

a ete independamment et simultanement determine par C. D. Hodgson dans sa these a 
1’Universite de Melbourne (198 1). 

$1. DIFFEOMORPHISMES Dti.5 ESPACES LENTICLJLAIRES 

Avant de demontrer le theoreme 1, nous examinons d’abord ici son application a 
l’etude des diffeomorphismes des espaces lenticulaires. 

L’espace lenticulaire oriente L(p, q), oti p E N et q E Z sont premiers entre eux, est 
obtenu en recollant deux copies V, et V, de S’ x D* par le diffeomorphisme 8: dV,+a Vz 
de degre - 1 defini par 0(u, v) = (urup, uW), ou qr -ps = - 1 et oh S’ (resp. 0’) est 
consider& comme l’ensemble des nombres complexes de module &gal (resp. inferieur ou 
&gal) a 1. Etant don& V, et V, dans L(p, q), il est toujours possible de modifier les 
parametrages (orient&) I/, z V2 z S’ x D* de sorte qu’alors 0(u, c) = (u”c+“, u”c”) ou q’, 

r’, s’ prennent n’importe quelles valeurs telles que q’ G q[p] et q'r ’ - ps’ = - 1. 
Les espaces lenticulaires L( 1,O) z S3 et L(0, 1) z S’ x S’ apparaitront comme des 

exceptions tout au long de cet article. D’autre part, le Theoreme 1 et ses applications sont 
classiquement connus (et faciles) dans ces deux cas. Par consequent, nous supposerons 

toujours que p 2 2. 
Soit cp: L(p, q)+L(p’, q’) un diffeomorphisme de degre + 1 entre deux espaces lenticu- 

laires, construits comme ci-dessus. Le Theoreme 1 affirme que cp peut itre isotope de sorte 
que, ou bien cp( V,) = F’; et cp( VJ = Vi, ou bien cp( V,) = Vi et q( V2) = Vi (les primes 
distinguant les donnees relatives a Lb’, 4’)). Par consideration des noyaux des applica- 
tions H,(JVJ-H,(Vi) et H,(aV:)+H,(VI), i = 1,2, un exercice facile et classique montre 

alors que p = p’ et que q E q’[p] dans le premier cas, et qq’ = l[p] dans le second. Ceci 
redemontre done la classification des espaces lenticulaires orientes[6]. 

Les applications les plus interessantes du Theoreme 1 concernent cependant le groupe 
des diffeotopies de L(p, q). En effet, d’apres le Theoreme 1, tout diffeomorphisme de 
L(p, q) est isotope a un diffeomorphisme preservant le tore T = JV, = 2V2. 

Parmi les diffeomorphismes de L@, q) respectant T figure toujours l’involution r qui 
preserve chacun des tores solides V, et Vz et qui s’exprime dans les parametrisations 
V, r V2 z S’ x D* par r(u, v) = (17, 6). Elle correspond a la translation de revetement 
quand L(p, q) est identifie au revttement double ramifie d’un noeud a deux ponts. 

D’autre part, il est classique (et facile a verifier par consideration des applications 
H,(T)+H,( V,), i = 1,2) que L(p, q) n’admet en general pas de diffeomorphismes 
Cchangeant V, et V2, sauf si q2 E f lb]. Quand q* = lb], il existe une involution d c de 
degre + 1 qui, si l’on a choisi les parametrages V, g Vz z S’ x D’ de sorte que r = - q, 

echange V, et Vz par l’application (u, u) E V, c) (u, v) E Vz. De mime, quand q2 - - lb], 
L(p, q) admet un diffeomorphisme CT_ de degre - 1 et d’ordre 4 qui, si les paramitrages 
V, z V2 z S’ x D2 sont choisis de sorte que r = q, s’exprime par (u, 0) E V, H (U, ~1) E Vz et 
(u, u) E Vz H (u, V) E I/,. Remarquer que r commute avec g + et g _, et que 0 _’ = r. 
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PROPOSITION 2. Tout d$j%komorphisme de L@, q) esr isotope ci un Plkment du groupe engendrt 
par 5 et. hrentuellement, 0, et G_ . 

Remarque. L’exclusion de L(0, 1) z S’ x S’ est ici necessaire. En effet, le twist de Dehn le 
long de I x S’ n’est pas isotope a un compose de r, a+, et o_. 

D&monstrarion. Soit cp un diffeomorphisme de L@, q). D’apres le Thioreme 1, on peut 
I’isotoper de sorte que cp( T) = T, oti T = d V, = 8Vz. Quitte a composer avec c+ od o_, 
on peut en outre supposer que cp( V,) = V, et (p(VJ = VI. 

Pour i = 1.2, soit m, un generateur du noyau de H,(T)+H,( V,). Puisque p # 0, 1, m, 
et m, sont distincts et m, . mz # _+ 1. Du fait que q~*(m,) = + m, dans H,(T), il s’ensuit que 
cp* est sur H,(T) la multiplication par + 1. 

Quitte a composer cp avec r, on peut maintenant supposer que (p* est I’identitt sur le 
tore T. Un argument classique, utilisant un disque meridien dans V, et V2, fournit alors 
une isotopie fixant T entre cp et I’identite. Ceci acheve la preuve. 0 

Notons Diff L@, q) le groupe topologique des diffeomorphismes de L(p, q). 

THEOREME 3. Le groupe x0 D$L(p, q) des classes d’isotopie de d@omorphismes de 
L(p, q) est (pour p 2 2) isomorphe h: 

(a) 212, de ghnirateur T, si q’ f + Ilp]. 
(b) Z/2 @Z/2, de g&krateurs z et a,, si q2 E l[p] et q $ i 1 [PI. 

(c) Z,‘2, de ginkrateur T, si q z + lb] et p # 2. 
(d) Z/4, de gkrareur o _, si q’ E - l(p] et p # 2. 
(e) 212. de gPnPrateur 0 _ . si p = 2. 

Dhmonstration. Soit G(p, q) le groupe abstrait muni d’une presentation dont ies 
generateurs correspondent a T et. quand L(p, q) les admet, a fl+ et 0 _ , et dont les relateurs 
traduisent les relations evidentes T' = o+~ = Id, 0-l = t, 70, = CT, T et, quand p = 2, 
o,a_rs+ = O_ _I. Le groupe G@, q) est ainsi isomorphe a: 

(i) Z/2 quand q’ f + lb]. 
(ii) Z/2 @ L/2 quand q’ E I[p] et p # 2. 

(iii) Z/4 quand q’ E - l[p] et p # 2. 

(iv) D, quand p = 2. 
La Proposition 2 montre que I’homomorphisme nature1 G@, q)+nO Diff L(p, q) est 

surjectif. II suffit done de determiner son noyau pour calculer x,, Diff L(p, q). Pour cela, 

considerons la composition: 

G@. q)-+% Diff L(p, q)-Aut H,L(p, q). 

Sur H,L@. q) Z z/p. T. 0 + et 6_ agissent respectivement par multiplication par - 1, 
- q et q. Si q f i I[p], il s’ensuit que I’homomorphisme G(p. q)+Aut H,L(p, q) est 
injectif et done que rrn Diff L@. q) z G(p. q). 

Si q = + I[p] et p # 2. le noyau de G@,q)+Aut H,(L(p,q)) est isomorphe a Z/2, 
engendre par CF + ou TO *. selon que q = - 1 ou + I[p]. 

Si p = 2. le noyau de G@. q)-Aut H,(L(p, q)) est isomorphe a Z/2 @ Z/2, engendre 
par 7 et g, (car O_ agit non trivialement sur H,L@. q) 2 Z). 

Pour achever la preuve du theorime 3. il suffit done de montrer que, si q E + l[p 1, 
C, est isotope a l’identite ou a T (selon que q z - 1 ou + lip]) et que, si en outre p = 2, 
lest isotope a I’identite. Ceci decoule immtdiatement du lemme ci-dessous et du fait que tout 
diffeomorphisme de L @. q) respectant V, est isotope a I’identite ou a T (voir la preuve de la 
Proposition 2). 
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LEMME 4. Si q = f I[p], il existe une isotopie de L(p. q) qui tkhange V, et V,. Sip = 2. 

if existe en outre une isotopie de L(2, 1) z IWP' qui coincide arec T sur T = ?V, = ?V,. 

Ddmonstration. Le tore solide V, est clairement isotope a U(C,). oti C, est l’ame S’ x 0 
de V, z S’ x D’ et od la notation U(X) designe un *‘petit” voisinage tubulaire de X. 

Si q = + lb], on peut choisir les parametrages V, 2 VI z S’ x D’ de sorte que r = + I. 

La courbe C, est isotope a C = S’ x 1 contenue dans le bord de V, z S’ x D’. laquelle est 
aussi la courbe parametree par 2 E S’-+(z’, z ‘) dans le bord de V? r S’ x D’. Puisque 
r = k 1, C est isotope a l’ame C, = S’ x 0 de Vz z S’ x D’. Comme U(C2) est isotope a 
Vz, on a ainsi exhibe une isotopie envoyant V, sur Vz via U(C,), U(C) et ci(C’?). 

Si p = 2, alors L(2, 1) = RP3 et C, est isotope a IWIFP’ c IRW c Iwp’. I1 existe une 
isotopie de RP’ qui renverse I’orientation de RP’ et qui s’etend aisement a Rp’. 
Composant cette isotopie de W3 avec deux isotopies convenables entre V, et C(Rp’). on 
obtient l’isotopie cherchee. 

Ceci acheve la demonstration du Lemme 4, et done du Theoreme 3. 0 

On peut remarquer que l’on a montre au passage que deux diffeomorphismes de L (p, q) 

sont isotopes si et seulement si ils sont homotopes (en fait si et seulement si ils ont meme 
action sur l’homologie). 

52. PLANS PROJECTIFS GENERALISES 

Considirons L @, q) = V, U. V2 comme au $1. 
Soit D, le disque mlridien 1 x D2 de V, 1 S’ x D2. Son bord est aussi la courbe de 

V, z S’ x D2 parametree par z E S’+(zP, z”). C onsidlrons alors le sous-complexe A de 
L(p, q) forme de l’union de D, et de la partie de Vz z S’ x D’ parametree par 
(z, p) E S’ x [0, l]-(zp, pzq). On peut penser a A comme &ant I’image de D, par une 
isotopie contractant V, sur un voisinage infinitesimalement petit de son ame. 

Le sous-compiexe A de L(p, q) est une sous-variete lisse en dehors d’une courbe fermee 
de points singuliers C (Tame de V,), le long de laquelle viennent se joindre p feuillets 
distincts. La Fig. 1 represente I’allure de A pres d’un point singulier (avec p = 5). 

Fig. 1. 

Abstraitement, A est isomorphe au quotient du disque D2 par la relation d’equivalence 
qui identifie sur le bord z, et z2 E S’ quand zip = z2p. Si p = 2, A est ainsi isomorphe au plan 
projectif [WP’. Pour cette raison, un tel complexe abstrait r D’/(z E S’ m z&J, oti 5, est une 
racine primitive p-ieme de I’unite et ou p 2 2, sera appele un plan projectifgPnPra/isC. Dans 
les cas degenerls (et exclus) oh p = 0, 1, A est une sphere ou un disque. 

La petite scholie suivante montre que A contient un maximum d’info,mations sur la 
structure de l’espace qui le contient. 

PROPOSITION 5. Une vari&ti orientable M de dimension 3 qui est premihe ( = qui n’admet 

que des dkompositions en somme connexe triviales) et qui contient un plan projectif 

gPnPralisk A est un espace lenticulaire. En outre, M - A est une boule. 

Dkmonstration. Exercice. Considerer un voisinage regulier de A. El 
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Un corollaire du Thitortme 1 est par ailleurs que M contient au plus deux plans 
projectifs gkkralists, 6 isotopie pk. 

93. PLAN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1 

Dans l’espace lenticulaire L(p, q), on considire deux tores T et T’, skparant chacun 
L(p, q) en deux tores solides, et on veut montrer que T et T’ sont isotopes. 

Nous allons tkter T et T’ de faGon diffkente. Si T s&pare L(p, q) en V, et Vz, on peut 
construire comme au $2 une application i : D + L@, q), oti D est un disque, telle que i(8D) 

est l’ime de V-_ ilJD : aD+i(aD) est un revetement g p feuillets et ilint est un 
plongement kvitant i(aD). Ainsi, i(D) est un plan projectif gkkra1isC et Test isotope a 
aU(i(aD)). 

Pour T’, on choisit au contraire une fonction de Morse ordonrke f : L(p, q)+R, 

posskdant exactement un point critique pour chacun des indices 0, 1,2, 3 et telle que T’ est 
isotope aux surfaces de niveau situkes entre les valeurs critiques d’indice 1 et 2. La 
construction defs’effectue aiskment 1 partir d’une fonction de Morse convenable sur le tore 
solide standard. 

L’idke consiste alors 1 isotoper le plan projectif gknkralisl i(D) de sorte que sa courbe 
singulike i(8D) soit aussi simple que possible vis-$-vis de la fonction de Morse f. Cette 
stratkgie est justifike par le lemme suivant. 

LEMME 6. Si i(aD) est duns une surface de niveau de f, alors T et T’ sont isotopes. 

Dkmonstration. La preuve du Lemme 6 que nous donnons ici est une simplification, due 
$ L. Siebenmann, de notre preuve originale. Celle-ci passait par la construction d’une 
fibration de Seifert convenable sur le complkmentaire de i(aD) dans L(p, q), qui est un tore 
solide ouvert. 

Par une kg&e isotopie de la courbe i(aD), on peut supposer que la surface de niveau qui 
la contient est non-singulikre. Comme i(8D) reprisente un g&.rateur de 
H, (L @, q)) z Z/p # 0, le niveau correspondant est sit& entre les valeurs critiques d’indices 
1 et 2 (sinon, i(aD) serait contenue dans une sphke et serait done homologue 1 0). Aprks 
isotopie, on peut ainsi se ramener au cas oti la surface de niveau contenant i(8D) est 
exactement T’. La courbe i(8D) ne sipare pas T’, puisqu’elle n’est pas homologue g 0 dans 
L(p, q), et elle dicoupe done le tore T’ en un anneau. 

- YA” 

Fig. 2. 

Soit U un petit voisinage tubulaire de i(aD) et soit Vl’adhtrence du complimentaire de 
CJ dans L@. q). On utilise maintenant un lemme facile (voir par exemple[l 11, Lemma 2.3) 
qui affirme la chose suivante: Un anneau A proprement plongi dans un tore solide V est, 
ou bien compressible (et alors l’application x,(A)+lc,( V) est nulle), ou bien parallkle $ l’un 
des deux anneaux dicoupts par ?A sur d V. En appliquant ce lemme g l’anneau A = V n T’, 

on en conclut que V fl T’ est parallile dans V $ l’un des deux anneaux A’ et A )) d&coup& 
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par T’ sur ?V’ = ?U (la premiere eventualiti du lemme ne peut’se produire car A contient 
une courbe isotope a i(tD), laquelle est non-triviale dans rc,L@. 4)). Par exemple. V n T’ 

est parallele a A ‘. et ZU = A ’ U A” est ainsi isotope a ( V n T’) U A I’ (modulo l&age). En 
“aplatissant” A” sur U fI T’ ci travers L1, on a ainsi construit une isotopie de ?c a T’. 

Comme dU etait isotope a T par construction, ceci demontre le Lemme 6. cl 

$4. SINGULARITES PERMISES-SINGULARITES ESSENTIELLES 

Soient i : D+L(j, q) et f: L(p, q)+R comme au paragraphe precedent. Apres com- 
position de i par une petite isotopie de L(p, q), on peut supposer que i(D) est “generique”. 
en ce sens que i(D) kite les quatre points critiques defet que les singularites def 2 i sont 
de Morse, c’est-a-dire de type centre ou selle sur int (D) et de type demi-centre ou demi-selle 
sur le bord. La Fig. 3 presente I’allure de ces divers types de singularites Cfetant representee 
par la fonction hauteur, au signe pres), ainsi que des feuilletages induits sur D; dans le cas 
des singularites sur le bord, on n’a pas represente les (p - 1) autres feuillets attenants h la 
courbe singuliere i(dD) du plan projectif generalise i(D). 

Fig. 3. Centre; Selle; Demi-centre; Demi-selle. 

En outre, on peut inposer par genericite que les singularites defsur i(D) sont situees a 
des niveaux differents. Pourfo i, ceci entraine que deux singular-it& x # y ont des images par 
fdistinctes sauf si x et y sont toutes deux sur le bord et i(x) = iO,)ci(dD). En particulier, 
aucune feuille du feuilletage (singulier) de D induit parf 0 i ne joint deux selles distinctes. 

Pour (uniquement) la commodite de I’exposition, on se ramene au cas ou il n’y a pas de 
demi-centres. Ceci est toujours possible par une isotopie pres des extremums de fli(c’D) 

apres laquelle tous les demi-plans tangents aux feuillets pointent vers le haut aux maximums 
de i(dD) et vers le bas aux minimums. 

Fig. 4. Selle essentielle; Demi-selle essentielle; Selles inessentielles; Demi-selle 
inessentielle. 

Par definition, une selle (resp. demi-selle) sera essentielle si, dans le feuilletage de D induit 
par f o i, les quatre (resp. deux) separatrices qui en sont issues sont distinctes (voir Fig. 4). 
Les centres seront toujours consider& comme des singularites inessentielles. Un exemple 
typique de selle inessentielle est constitue par les singularites que l’on introduit quand on tree 
des petites bosses sur i(int D). 

Contrairement a ce qui se passe dans la preuve de H. Schubert pour les noeuds a deux 
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ponts ([IO], 46, Schritt 1), il ne semble pas exister dans le cadre que now considtrons 
d’argument simple pour se debarrasser des selles inessentielles. I1 faudra done s’accommoder 
de leur presence. 

55. DEMONSTRATION DU THEOREME 1 

Le but final est de se ramener au cas ou l’on peut appliquer le Lemme 6, et l’idee glnerale 
consiste a diminuer par isotopie le nombre de points critiques defli(X)) en utilisant le 
feuilletage (singulier) de D induit par f 0 i comme guide. 

Par definition, les 4 separatrices issues dune selle essentielle de ce feuilletage sont 
distinctes, aboutissent chacune en un point de aD et par consequent dicoupent D en quatre 
quartiers (voir Fig. 4). 

De facon similaire, les deux separatrices (distinctes) issues d’une demi-selle essentielle 
decoupent D en trois morceaux, deux demi-disques contenant chacun exactement une 
siparatrice et un troisieme morceau contenant les deux siparatrices et auquel on ne donnera 
aucun nom particulier car il n’interviendra pas dans la preuve (voir Fig. 4). 

Considerons l’ensemble formi de tous les quartiers et demi-disques ainsi associes a 
toutes les singularites essentielles du feuilletage de D defini parf 0 i. I1 contient un Clement 
D, (un quartier ou un demi-disque) qui est minimal pour l’inclusion. Si tous les singularitis 
sont inessentielles, on prend D, = D; on verra toutefois ci-dessous que I’hypothese p 2 2 
exclut cette possibilitl. 

Le lemme suivant est crucial dans la demonstration. 
-LEMME 7. L’intdrieur de D, contient exactement une demi-selle. En particulier, D, # D 

et la restriction de i h l’inttrieur de I’arc D, n aD est injective. 

DCmonstration. Soit E le complementaire dans aD de l’ensemble constitue des demi- 
selles essentielles et des extrimites des separatrices issues de singularitis essentielles. 
Considtrons w : E + E definie par: Si x est l’extrimite d’une feuille lisse, w(x) est l’autre 
extremitt de cette feuille; si x est l’extrtmite d’une separatrice issue dune selle inessentielle, 
o(x) est l’extremite de l’autre siparatrice issue de la meme selle qui aboutit au bord; si 
x est une demi-selle, o(x) = x. La fonction w est continue et localement injective (en fait, 
c’est meme un diffeomorphisme involutif de E). 

Dans l’interieur de D, fl aD, il y a au moins un extrimum de (f 0 i)laD, c’est-a-dire une 
demi-selle x,,. Par minimalite de D,, cette demi-selle est necessairement inessentielle et done 
x,EEet w(x,)=xO. 

Soit f I+ y(r) E dD un chemin monotone issu de x0 = y(t,,), et soit t, la premiere valeur 
de r > to pour laquelle l’un des deux accidents suivants se produisent: 

(a) Y (2,) 4 E. 
(b) y(r,) E E est une demi-selle (necessairement inessentielle). 
En fait, le cas (b) ne peut se produire: Sinon o 0 yl[tO, tr] d&nit un autre chemin 

monotone issu de x,,, mais partant en sens oppose a y. D’autre part, ce chemin ne rencontre 
y([tO, t,]) qu’en ses extrimites (car w(x) = x ox est une demi-selle). Alors, dD serait 
l’union de ces deux chemins et ne contiendrait que deux demi-selles, a savoir x0 = y(to) et 
x, = y(t,). Mais ceci contredirait la remarque que, si la restriction defa i(aD) admet n 2 2 
extremums, la restriction def 0 i A aD admet pn 2 4 extrimums ( = demi-selles). Done, seul 
le cas (a) peut se produire (remarquer que l’hypothise p 2 2 est ici necessaire). 

Dans le cas (a). x, = ~(2,) est sit& sur la m&me feuille qu’u?e singularite essentielle. De 
la definition de f, il s’ensuit aisement que l’un des trois ou quatre morceaux de D decoupes 
par les separatrices de cette singulariti rencontre aD le long de l’adherence de 
y([to. t,[) U o c y([fo, t,[). Par minimalite de D,, ce morceau de D est D, lui-meme et 
l’interieur de D, fl dD contient done une seule demi-selle, x0 = y(t,). 

Ceci prouve la premiere assertion. 
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La restriction int (0, II aD)+i(aD) de i n’est pas surjective: Autrement int (0, n 8D) 
contiendrait au moins deux demi-selles, envoyees respectivement sur le maximum et le 
minimum defsur i(aD), ce qui contredirait ce qui precede. Puisque cette restriction de i est 
une subimmersion de varietes connexes de dimension 1, il s’ensuit qu’elle est injective et que 

D,#D. cl 
L’existence de quartiers ou demi-disques jouissant des proprietes demontrees au 

Lemme 7 va nous permettre de simplifier i(D) relativement a J Plus precisement. 
l’ensemble N2 &ant muni de l’ordre lexicographique, on va simplifier le couple (n,, n,) E N2, 
ou n, (resp. n,) est le nombre de demi-selles (resp. selles essentielles) du feuilletage de D 

induit par f o i, jusqu’a ce que l’on atteigne une situation favorable ou une isotopie 
“evidente” peut amener i(aD) dans une surface de niveau de f, situation qui n’est certes 
plus “de Morse” mais qui permet de conclure la demonstration du theoreme 1 grace au 

Lemme 6. 

Fig. 5. (a), @I, (~1. 

Considerons done un quartier ou demi-disque minimal D, comme plus haut. On 
distingue trois cas, illustres en Fig. 5, selon que D, est un quartier, un demi-disque horde 
par la siparatrice d’une demi-selle qui n’aboutit pas a une autre demi-selle, ou un 
demi-disque horde par la separatrice commune a deux demi-selles. Remarquer que le 
dernier cas ne peut se produire que si la restriction de f A i(dD) a exactement deux points 
critiques (un maximum et un minimum): En effet, les deux demi-selles de d(D, fl 8D) ont 
m2me image par f et, par hypothese de genericite, ont done meme image par i; done 
i(D, fl 8D) = i(aD) et, comme l’interieur de D, fl aD contient une seule demi-selle,fli(aD) 
n’a que deux points critiques. D’autre part, le lecteur devra garder a l’esprit que les selles 
inessentielles ne sont pas representtes sur la Fig. 5; ainsi, dans le cas de la Fig. 5(a), l’allure 
complete du feuilletage peut tres bien etre comme en Fig. 6. 

Fig. 6. 

Le cas le plus simple est celui de la Fig. 5(b) oti l’on peut reduire nd sans, en vertu de 
l’ordre lexicographique, avoir a se saucier de l’effet sur n,. En effet, le Lemme 7 affirme 
que i(D,) est un disque plonge dans L(p, 4) qui ne rencontre i(aD) que le long de l’arc 
i(D, fl do). 11 existe done une isotopie PL envoyant i(aD) sur la courbe PL obtenue en 
remplacant dans i(D) l’arc i(D, fl aD) par i(dD, - aD). L’arc i(dD, - aD) etant contenu 
dans une surface de niveau de f, on peut alors par arrondissement construire une isotopie 
lisse envoyant i(aD) sur une courbe lisse “generique” C telle queflC a deux points critiques 

de moins quefli(aD) ( voir Fig. 7). Modifiant i par composition avec cette isotopie, on a 
ainsi reduit le couple (n,, n,) pour l’ordre lexicographique (meme si n, peut tres bien avoir 
augmente). 
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Fig. 7. D,, i(aD, - aD), i(aD); C = nouveau i(aD). 

Le cas de la Fig. 5(a) necessite un peu plus de soin. Comme preckdemment, il existe 
une isotopie PL, ci support dans un petit voisinage de i(D,), qui contracte i(D,) sur 
lui-meme et envoie i(aD) sur (i(aD) - i(D, fl aD)) U i(aD, - aD>. Apres lissage, on a ainsi 
une isotopie envoyant i(aD) sur une courbe lisse C telle que flC a le meme nombre 
d’extremums quefli(aD), dont l’un est situ& exactement sur la selle de i(D) contenue dans 
i(D,) (voir Fig. 8). Cette isotopie peut etre choisie de sorte que, si on l’utilise pour modifier 
i, la selle et la demi-selle contenues dans D, se combinent pour former une seule demi-selle 
(voir Fig. 8). On a ainsi elimine la selle essentielle contenue dans D,. 

11 faut toutefois verifier que l’on n’a pas introduit de nouvelle selle essentielle. En effet, 
l’isotopie modifie i au voisinage de D, mais aussi au voisinage des (p-l) arcs disjoints dans 
aD qui sont identifies a D, fl dD par i. Pour chacun de ces arcs, l’isotopie remplace l’image 
par i d’un de ses petits voisinages U par, gross0 modo, son union avec une copie de i(D,), 

Ceci introduit autant de selles qu’il y avait de selles dans l’interieur de D,, plus une autre 
selle correspondant au recollement de la demi-selle de U et de la demi-selle de D,; les 
premieres selles sont inessentielles par minimalite de D,, et la derniere est inessentielle car 
la demi-selle de D, l’etait. La modification de i ainsi introduite rtduit done n, de une unite 
sans modifier nd, et diminue done le couple (n,, n,) pour l’ordre lexicographique. 

Fig. 8. i(dD), Autre feuillet de i(D); Feuillet du nouveau i(D); C = nouveau i(aD), D,. 

Enfin, le cas de la Fig. 5(c), ou D, est un demi-disque et a(D, naD) est constitui de 
deux demi-selles, est le cas favorable ou I’on peut conclure la demonstration. En effet, nous 
avons vu que i(D, fl dD) = i(aD). D’autre part, C = i(aD, - 8D) est une courbe simple 
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fermCe situke dans une surface de niveau deJ L’existence du demi-disque D, fournissant 
une isotopie entre i(aD) et C, on peut ainsi se ramener aux hypothkses du Lemme 6, qui 
achive la dkmonstration du Thkortme 1. 0 
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