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DIFFEOMORPHISMES DES SOMMES CONNEXES EN
DIMENSION TROIS
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D’Arres Kneser [6], toute variété compacte de dimension 3 est somme connexe d’un nombre
fini de variétés “premieéres” c’est-a-dire indécomposables pour cette opération. Dans le cas
orientable et fermé, Milnor [7] (voir aussi Kneser [6]) a prouvé I'unicité de la décomposition
et le fait que S2 x S* est la seule variété premiére non irréductible (il existe une 2-sphére
plongée ne bordant pas une boule). L’unicité prouvée par Milnor revét un sens faible; elle ne
signifie pas que deux “configurations en somme connexe” soient “isomorphes”. D’ailleurs
I'idée des glissements de Whitehead permet de décrire des chemins de configurations.

Dans [1], E. César de Sa et C. Rourke expliquent comment comprendre le type
d’homotopie de Diff M? en termes de I'espace des configurations et des difféomorphismes des
facteurs premiers.

Nous établissons ici des résultats analogues a ceux annoncés dans [1]; la question de
I'identité des énoncés n’est pas tranchée.

Le projet de démonstration de [1] reposait sur une technique de disjonction de surfaces
incompressibles, mise au point par Hatcher dans [3]. Or cette technique ne s’applique pasa la
disjonction des sphéres. Plus tard, Hatcher [4] a donné une preuve de [1] dans le cas
particulier de S* x S2, 4 I'aide d’une technique de disjonction des sphéres. Notre démonstra-
tion utilise cette technique, qui, dans notre contexte, doit étre réexposée partiellement.

Notre golt pour les choses lisses nous fait parler de difféomorphismes plutot
que d’automorphismes PL. Bien entendu, I'équivalence repose sur la conjecture de Smale
PL(3) ~ O(3), prouvée par Hatcher [ 5]. Pour éviter un recours a ce grand théoréme, le lecteur
peut remplacer dans la suite Diff par PL.

Notre considération va & Eugénia César de Sa et & Colin Rourke qui restent les initiateurs
de ce sujet. Nous remercions Allen Hatcher de nous avoir communiqué rapidement ses
réflexions. Enfin, nous remercions Francis Bonahon, Frangois Latour et Frans Clauwens
pour de nombreuses conversations.

§1. ENONCE DES RESULTATS

1.1. Nous nous limitons aux variétés de dimension 3 compactes orientables. Celles-ci sont
paraliélisables [9]. Dans la suite, toutes les variétés seront parallélisées. D’énormes compli-
cations, en particulier la preuve de la proposition 4.7, vont découler de cette contrainte, mais,
si on 'abandonnait, les rotations le long des sphéres de sommes connexes pourraient a la fois
étre vues comme résultats de glissements et comme difféomorphismes des facteurs, ce qui
rendrait impossible le théoréme de scindement que nous avons en vue. Pour simplifier notre
discussion préliminaire, nous considérons seulement les variétés sans anses ( = facteurs
S' x §%),

Au §2, nous définirons avec précision ’espace des configurations d’une variété M. Au
départ, on se donne une liste de n variétés irréductibles P,, . . . , P, que I'on désignera sous le
terme de facteurs. La variété P, = §3, 'hemisphére nord de la 3-sphére, constitue un facteur
original, appelé le coeur. Un point de 'espace de configurations C de M prescrit une fagon de
réaliser la variété M comme la somme connexe successive (dans un ordre arbitraire) des n + 1
facteurs P, et d’'un nombre quelconque de facteurs triviaux S°. Chaque opération de somme
connexe se fait a 'aide d’un tube ( = “bras”) et I'une quelconque des tranches de ce tube est
dite “sphére de somme connexe”.
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Les configurations permises dans C ne privilégient aucun point; les attachements sont
simplement astreints a une condition de cohérence vis-a-vis des parallélisations. Lorsque des
facteurs fermeés sont difféomorphes, il y a naturellement deux espaces de configurations
possibles; celui que nous choisissons rend indiscernables les facteurs fermés difféomorphes.

A chaque point ¢ de C est associé une variété M, construite explicitement, dans laquelle se

n
trouve | ] OP,. Si * est un point-base de C, bien siir M, et M. sont difféomorphes mais pas de
i=0

fagon canonique.
Un difféeomorphisme extérieur « de M, est donné par une configuration c€ C et un
difféomorphisme f: M, — M_ avec f || ) 0P, = Id. Cette donnée est un élément de
' i=0
Diffext(M,), brievement Diffext. Bien noter que notre théorie “fixe” le bord.

1.2, Prorosition. La fleche doubli q: Diffext — C est une fibration principale d’ensembles
simpliciaux dont le groupe structural est Diff.(M,), le groupe des difféomorphismes f:
M, —> M, avec f|OM_ = Id. La base est connexe.

La construction de relévement des lacets donne alors le corollaire standard suivant:

CoRroLLAIRE. On a une fibration principale:
QC - Diff, (M) - Diffext (M ),

ou QC désigne I'espace des lacets de C basés en *.

Remarque. On vérifie facilement que cette derniére fibration n’a pas en général le type
d’homotopie d’une fibration produit, car il peut exister des lacets non triviaux de C qui se
relévent en lacets de Diffext.

1.3. Le §3 est consacré au calcul de Diffext (M ). On choisit pour = une configuration ou
chaque facteur P; est directement attaché sur le coeur par un disque D, de P; dont le centre va
servir de point-base pour P;. On voit dans M, un systeme Z de sphéres de sommes connexes.
On dit qu’un difféomorphisme extérieur £: M, — M_est adapté si M, contient un systéme de
sphéres X, spheres de somme connexe pour chacune des opérations construisant M et si £(X)
est disjoint de T, (voir §3.3). L’ensemble des diffeomorphismes extérieurs adaptés est noté
Diffextad. D’autre part, Diffstand( —) désigne I'ensemble des difféomorphismes, identité sur
le bord, dont la dérivée au point-base respecte strictement la parallélisation, le point-base
pouvant bouger. On a des inclusions naturelles

[ 1 Diffstand (P;) g Diffextad o Diffext.
1

La composition de ces inclusions sera notée h.

ProposiTion. Linclusion || Diffstand (P;) g Diffextad est une équivalence d’homotopie
faible. !

Cette proposition est essentiellement une expression de la conjecture de Smale. En
revanche, le théoréme suivant, fondé sur la technique de disjonction due a Hatcher, n’utilise
pas la conjecture de Smale.

TueoreME 1. L’inclusion Diffextad o Diffext est une équivalence d’homotopie faible.

C’est pour faire marcher la technique de Hatcher que nous sommes conduits a introduire
un espace de configurations plus générales que dans [1]. La contrepartie: la fibration du
corollaire 1.2 ne scinde pas. Pour retrouver une fibration scindée, on opére comme suit.

1.4. Lorsque les facteurs fermés sont tous deux a deux non difféeomorphes, nous
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n

construirons au §4 une fibration p: C — [] int P; (avec 'abus de langage qui identifie un

i=1

espace topologique et son complexe singulier) telleque p- g - h: H Diffstand (P;) — H int P;
i=1 i=1

provienne des applications Diffstand P; — int P, donnant la valeur au point-base. En prenant
C, comme la fibre de p et q,: Diffext, = C, la restriction de ¢ a C,, on a Diffext,

= [] Diff,(P, mod D;) et une inclusion de [] Diff; (P, mod D,) dans Diff (M,). Dans le cas

i=1 i=1
n
général, nous avons recours a une fibration p: C — H int P, ou C est un revétement de C,
i=1
essentiellement en introduisant les configurations obéissant a une notion de discernabilité.
Nous en déduirons au §5:

ProrosiTion. 11y a un sous-complexe C, < C tel que la fibration q, : Diffext, — C, induite

de g ait un espace total du type d’homotopie de [] Diff; (P, mod D,).

i=1

La construction du relévement des lacets donnera lieu au théoréme suivant, analogue a
celui annoncé dans [1].

THEOREME 2. Lorsque M est sans anses, il existe une fibration principale, triviale en
homotopie:

QC, — Difl; (M)~ [] Difi:(P, mod D).
i=1

Elle admet une section en prolongeant les difféeomorphismes donnés sur chaque P; par
I'identité sur le coeur.

COROLLAIRE. n Diff (P, mod D,) est, pour le type d’homotopie faible, un rétracte de
Dif.(M,,). =1

Remarque. Pour 'espace C’ des configurations proposées par [1], il existe une inclusion
C’ g C,. Nous savons montrer que c’est une équivalence faible d’homotopie dans le cas
particulier M = P, # P, # P,. Nous ne savons pas ce qu’il en est dans le cas général.

Le cas ou la varieté posséde des anses sera étudié au §5.

§2. L’ESPACE DES CONFIGURATIONS

2.1. La sphére S* est vue comme groupe de Lie des quaternions de module 1; I'élément
neutre est noté e. Notons ¢ le champ de repéres invariant a gauche sur S* et B (p) la boule
géodésique de rayon p centrée en e.

Soit M une variété de dimension 3 munie d’une parallélisation 7. On dit qu'un plongement
@: B{p) = M est standard si p*(1)(e) = £(e). Le centre est @(e); 'image, pointée par le centre,
est une boule standard.

Les affirmations suivantes sont bien connues. L’espace des plongements standard dont let
centre est fixé est contractible. L’espace des plongements standard est un fibré principal au-
dessus de I'espace des boules standard.

2.2. Bras de somme connexe

Observons d'abord que la boule S* —int B(p) = B(p) est isomorphe comme variété
parallélisée 4 B(n — p) par I'involution antipodale de S* qui invarie ¢. Etant donné 0 < p,
< p, < mlebrasL{p,.n —p,)estlaréunion de B(p,). B°(p,) et de l'anneau S x [p,, p,] de
sorte que les sphéres S? x { p;}.i = 1. 2. soient des lieux de rebroussement: un vecteur tangent
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Fig. 1.

rentrant dans l'anneau est aussi rentrant dans la boule (voir fig. 1). Les coordonnées
“normales” identifient S? x {p} au bord B(p). Ce paramétrage du bras le munit d’un fibré
trivialisé 7 dont la restriction a S* x {p} est le tangent de B(p) restreint au bord: au-dessus de
B(p,)et B(p,), T est donné comme fibré tangent; sur tout le bras, T est trivialisé par ¢. D'autre
part, le bras admet un fibré tangent 7. Les fibrés 7 | S% x {p} et t|S? x {p} contiennent tous les
deux le tangent a 0 B(p) comme sous-fibré; la symétrie orthogonale par rapport a ce sous-fibré,
p variantde p, a p,, fournit un isomorphisme global de T a 7, qui se prolonge par I'identité au-
dessus des deux boules extrémes. Dans la suite nous utiliserons cet isomorphisme pour faire
deT le fibré tangent au bras. Cette structure fait jouer un role symétrique aux deux extrémiteés:
I'involution antipodale de S* induit un isomorphisme de L(p, p,)sur L(p,, p,). Laquantité n
—(p, + p,) s’appelle la longueur du bras.

2.3. Somme cornnexe

Soient (M, 7) une variété parallélisée et : B(2p) — M un plongement standard. On veut
d’abord construire sur M une paraliélisation t,qui coincide avec T sur M — Im ¢ etavec ¢, (<)
sur ¢(B(p)). Pour cela on observe que @*(t)(x) = y.(x)&(x) ou y,: B(2p) = GL;(R). Soit
a: [0,2] — [0, 1] une fonction C° (car C! est impossible), vérifiant a(r) = | pour r < I,
ra(r) < 1 pour tout r, et a(r) = 0 pour r proche de 2. On pose alors:

-1
¥ (T,)(x) = v,< a(@)x) y (X)EC0);

ici [[x| désigne la distance géodésique au centre de la boule. Noter que, pour (x| < 2p,

‘ (llxtl )
af — )x
P

Soient (M,,t!) et (M,,t%) deux variétés parallélisées; soient @;: B(2p;) — M, deux
plongements standard avec p; < n/2. L'objet singulier M, v L(p,, p,) W M,, ou B(p,;) est
colléa M, par ¢, (i = 1, 2) posséde un fibré tangent parallélisé par rfﬂ sur M, et par ¢ sur le bras.
En retirant I'intérieur des boules standard, on obtient une réalisation de la somme connexe

M, # M, qui est munie d’'une parallélisation. Une partie de M, —int ¢,(B(2p;)) sera dite
visible dans la somme connexe.

</

2.4. Articulation

La somme connexe avec (S, &) ne sera pas considérée comme une opération triviale. La 3-
sphére présente dans cette structure s’appelle une articulation; S* y est vue de fagon homogéne:
nous identifierons toutes les structures M # gS>, VgeS°.

Nous dirons que ¢: B(p) — S° est isométrique si p* () = &; dansce cas &, = £. Donc, pour
coller un bras a S par ¢, la donnée d’un prolongement de ¢ a la boule de rayon 2p est inutile.
Mais alors on peut abandonner la condition p < n/2 lorsque le bras est attaché isométrique-
ment sur une articulation. La partie S* —int @ (B(p)) s'appelle la partie visible de I'articulation
dans la somme connexe. Par opposition a ces attachements isométriques, les autres seront dits
mous.

Maintenant, on peut réaliser la somme connexe M # S>a partirde M U L(p,.p,) U S°.
avec p, + p, = m, p, < n/2 (bras de longueur nulle ou dégénéré). Cette opération a seulement
'effet de modifier la parallélisation. t de M dans la boule ¢, (B(2p,)).
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Fig. 2.

Drautre part, étant donné p, € Jp,, # —p, [, on peut considérer que L(p,, p,) est obtenu
comme somme connexe L(p;, t — po) # S # L(p,, p,) O le bras droit est attaché sur B(p,)
dans S et ou le bras gauche est attaché sur B°(p,). Dans cette structure I'articulation est
invisible. Elle se déforme en L(p,, 1 —p,—3) # S> # L(p, — 96, p,) (voir fig. 2).

2.5. Déformation d’une configuration de somme connexe et difféomorphisme extérieur

Soient (M, 7,) et (M,, 1,) deux variétés parallélisées. Une configuration ¢ de somme
connexe est donnée, pour i = 1,2, par un plongement standard de type mou ¢;: B(2p;) — M; ou
un plongement isométrique @;: B(p;) - M, a condition que I'image de la boule soit dans la
partie visible d’une articulation. Le passage du type mou a Iisométrique (2.4) est autorisé
seulement si ¢,(B(2p,)) se trouve dans la partie visible d’une articulation. (Nous ouvrons ici
une parenthése pour regretter de ne pas savoir manier les sommes connexes non-standard
faites & l'aide de boules infinitésimales.) Notons M_ = (M, # M ). la réalisation de la somme
connexe. Pour deux configurations c et ¢’ un difféeomorphisme M, — M. sera dit extérieur. 11y
a deux fagons de déformer c: par isotopie des attachements ou par déformation du bras. Nous
allons définir précisément ce qu'est un k-simplexe de configurations c(t), t€ D.

ler type. Les rayons p, et p, étant fixés, on donne un k-simplexe ¢, (¢} de plongements
standard B(2p;) — M,. Par extension des isotopies, on obtient une famille f(t) de dif-
féomorphismes extérieurs M, — M, qui par définition constitue un k-simplexe de
difféomorphismes extérieurs.

2e type. Les rayons p,(t) varient réguliérement et ¢, (t) = ¢,|B(2p;(t)) ou ¢; est défini sur
B(2p;) avec p; > p;(t). On a des difféomorphismes canoniques

B(p,) # L(p; (0), p,(0)) # B(p,) = B(p,) # L(p1 (1), p2(1)) # B(py),

C=-tangents a I'identité au bord, donnant donc des difféomorphismes extérieurs f(t):
M., — M,_,; par définition, les f(t) forment un k-simplexe.

En présence de plongements isométriques, on utilise les boules de simple rayon; dans le 2e
type, noter que B(p;) n’est plongé isométriquement que sur sa partie B(p;(t)).

Dans un simplexe du 2e type, on permet que p, () s’annule pour ¢ = t,, dans les conditions
suivantes: p,(t,) = &, et pour t voisin de t,, p,(t)+ p,(¢) = 7 (bras dégénére) et M, est une
articulation. Pour ¢ = t,, I'articulation n’a qu’un point visible qui est identifié¢ a un point de
M, (fig. 3).

Simplexe général. On peut composer ces deux types de déformation, ce qui donne le k-
simplexe général c(t) avec un relévement f(t): Mo, — M, dans I'espace des difféomorphis-
mes extérieurs. Le k-simplexe général de difféomorphismes extérieurs est obtenu en
composant celui-ci avec un k-simplexe de Diff M_,,. La définition que nous obtenons ainsi ne
dépend pas du choix de f(t) dans le ler type.

2.6. Ensemble des configurations
Nous avons la collection des facteurs iréductibles parallélisés P, ..., P, et le coeur

P, = 83 avec la parallélisation ¢ de S*. Si deux facteurs fermés P et P’ sont difféomorphes

M.

Fig. 3.
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comme variétés orientées, on choisit une fois pour toutes un difféeomorphisme entre eux et la
parallélisation de chacun est construite pour que ce difféomorphisme la respecte. On écrira
P=P.

Un point ¢ de 'ensemble des configurations C est décrit par les données suivantes:

— m articulations et n+m+ g bras.

— Notant M? la réunion disjointe des facteurs et des articulations, on fabrique M} en
reliant certaines composantes de M? par des bras. Les attachements se font le long de boules
standard selon le procédé décrit en 2.3. On impose que les boules soient mutuellement
disjointes. Les bras dégénérés L(p, = —p) et L(0, n) sont admis dans les conditions prescrites
en 2.4. et 2.5.

— La donnée de ¢ prescrit de la méme fagon la construction de M2, ... jusqu'a
épuisement de tous les bras. La varieté finale M, est diffeomorphe a Py # P, # ...
#P,#(# (5'xSY),)

i=1

Relation d’équivalence, engendrée par les opérations suivantes:

— Insertion d’une articulation invisible dans un bras.

— Cancellation de L(0, m) # S°.

— Identification de deux articulations reliées par un bras dégénéré attaché iso-
métriquement.

— Echange des facteurs fermés P, et P;si P; = P, tous les attachements sur P, devenant
des attachements sur P; via le diffeomorphisme d’identification.

— Changer I'ordre des opérations: si un bras attaché a M* a ses boules (de rayon double)

dans la partie de M*~! visible dans M, ce bras peut étre attaché a M*~

2.7. Difféomorphismes extérieurs et structure quasi-simpliciale

Par définition, dans un petit k-simplexe c(t), t € D* de C, le nombre d’articulations et 'ordre
des attachements sont indépendants de t pour des représentants bien choisis de c(t). La famille
est alors donée par une isotopie des attachements et par une variation des rayons des boules
extrémes. Précisement, M{, est constant et M), est donné par un k-simplexe de dif-
feomorphismes extérieurs h(t): M, - M}, Un k-simplexe de plongements “extérieurs” ¢(t):
B(p) = M, est tel que les h(r) o(t) constituent un k-simplexe singulier de I'espace topologique
Plgt(B(p), M},). En revanche, la propriété “standard” se vérifie séparément pour chaque t
vis-a-vis de la parallélisation dont est munie M),; noter que h(t) ne respecte pas les
parallélisations. Pour les plongements “extérieurs”, on a le lemme d’extension des isotopies au
sens “extérieur”. Ainsi le k-simplexe de configurations de M2, est donné comme en 2.5 en
insérant partout ou il le faut le qualificatif “extérieur”. De proche en proche, nous avons la
définition d’un petit k-simplexe c(t) et un relevement de difféomorphismes extérieurs H():
My = M.

Un petit k-simplexe de Diffext est une famille de difféomorphismes f.,; M, = M, telle
que les H(t) £, constituent un k-simplexe singulier de I'espace topologique Diff (M, M ,,).
Les relations d’équivalence 2.6 induisent des relations d’équivalence sur Diffext. Rappelons
que tout difféomorphisme est prescrit sur le bord.

Par définition, un k-simplexe admet une subdivision en petits k-simplexes. Le groupe
Diff (M) agit sur Diffext avec C pour espace d’orbites et son complexe singulier possede la
propriété de Kan [8]; 4 partir de la, comme on a le relévement des petits simplexes, la fibration
Diffext — C est claire (proposition 1.2).

Remarque. Si ¢, et ¢, sont deux configurations, rendues égales lorsque les facteurs fermés
difféomorphes sont indiscernés, alors M, est canoniquement difféeomorphe a M_ . Ceci
conduit a une identification de Diff (M M, ) et de Diff (M, M, ). Donc la relauon
d’indiscernabilité, imposée sur C, se répercute au niveau de Diffext. En realxte selon le résultat
du §3, la contribution des facteurs au calcul de Diffext les fait apparaitre comme discernables.
Par conséquent, passer de C a un espace de configurations ou les facteurs sont discernables
fait changer Diffext en I'union disjointe d’un nombre fini de copies de ce méme espace.
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2.8. Configuration réduite

Une articulation sera dite /ibre si elle contient un et un seul attachement isométrique ou si
elle contient seulement un attachement (apres celui-la, aucun autre centre d’attachement
n’arrive dans la partie visible de I'articulation). Une configuration est dite réduite si aucune
articulation n’est libre. Il ne semble pas qu’en général I'espace des configurations réduites ait le
méme type d’homotopie. Nous envisageons ci-dessous le cas particulier ou il n’y a qu'un
facteur et pas d’anse: les configurations décrivent seulement des sommes connexes avec des
articulations. Dans ce cas, i1l n’y a qu’une configuration réduite.

ProposiTION. L’espace des configurations modelé sur un seul facteur est contractible.

Démonstration. On associe a chaque configuration le nombre minimal d’articulations
présentes. Par ce nombre on a une filtration C, de C. On va prouver que C, _; est un rétracte
par déformation de C,.

Chaque configuration ce C,, n 2 1, posséde au moins une articulation libre S attachée par
un bras privilégié L(S). Noter que, bien que libre, il est peut-étre impossible de placer S au
dernier étage de la tour de sommes connexes réalisant ¢. Le chemin issu de ¢ qui consiste a
déformer 'attachement de L(S) sur S jusqu’a le rendre isométrique, puis a rétracter le bras sur
sa base opposée jusqu’a le rendre dégénéré, puis a faire tendre le rayon vers 0, est un petit
1-simplexe, dit descendant, qui aboutit dans C,_ (fig. 4). Il dépend principalement du choix
de S.

Drapres 2.1, I'espace des chemins descendant de c associés & S est acyclique. Deux chemins
descendant associés a deux articulations libres distinctes S et S’ produisent canoniquement,
méme si L(S) = L(S'), un petit 2-simplexe dont I'aréte opposée a c est dans C, _ ,. Enfin, si c est
représenté avec n articulations dont une S’ est invisible dans L(S),c’est que ce C,,_ ; ; on a deux
simplexes descendant issus de ¢ selon que ¢ est représenté avec ou sans §’. L'un est alors un
morceau de 'autre; comme ils sont inclus dans C,_,, ils sont canoniquement homotopes
parmi les chemins issus de ¢, a extrémités dans C,_,. Un tel argument vaut si, dans un
représentant de ¢, une articulation est collée sur S par un bras dégénéré attaché isométrique-
ment. Ces arguments prouvent Ja nullité de n, (C,, C,_,) en raisonnant sur chaque petit
simplexe d’un simplexe relatif de la paire (C,, C,_,). En effet, un tel petit simplexe Z posséde
une subdivision telle que, pour chaque simplexe ¢ de la subdivision, il existe une articulation
qui est libre pour tout t € 6. Pour le voir, on observe que, si 2 est représenté avec g articulations
pour chaque t€ X, au moins 'une d’elles est libre (c’est’'la qu’intervient 'hypotheése sur le
modele) et que, si S est libre dans c(t,), elle est libre dans c(¢) pour ¢ voisin de t,. 0

§3. CALCUL DES DIFFEOMORPHISMES EXTERIEURS
3.1. Notations

La configuration-base * que nous choisissons est fabriquée comme suit: dans P, on donne

n+g boules standard isométriques, D, ..., D, ; pour i=1, ..., n, D; est la boule

®

—

Fig. 4

TOP 23:4-D



430 Harrie Hendriks et Frangois Laudenbach

d’attachement d’un bras %, réalisant la somme connexe avec P, L’attachement opposé est une
boule standard D; de P, dont le centre x; servira de point-base 4 P,. On note P, = P, —int D,.
Enfin, une anse %, est attachée dans l'intérieur de Djpouri =n+1,...,n+¢g.Onnote L la
famille des 2-sphéres de M, forméedes 6D,,i = 1,. . . ,n,des 6D} et d’une tranche dans chaque
Z,i=n+1,...,n+g.1lyaautotal n+ 2g sphéres dans X, dont g sont non-séparantes. On
note B I'adhérence du complémentaire dans P, des boules d’attachement.

3.2. Famille principale de bras

Pour une configuration ¢, on choisit le représentant ou tout centre d’attachement se trouve
sur un facteur ou sur une articulation, éventuellement invisible. On lui associe alors un graphe
G(c)ayant pour sommets 'ensemble des facteurs et articulations et pour arétes ['ensemble des
bras. Une famille de bras est dite pré-principale si en coupant les arétes correspondantes de
G(c), on tue tous les cycles et si chaque composante contient exactement un sommet-facteur.

Le passage par le graphe est 1a pour ne pas tenir compte du caractére visible ou non des
bras dans M.

LeMME. Il existe une famille pré-principale de bras dont aucun n'est dégénéré (2.4). Une
telle famille sera dite principale.

Preuve. Dans un bras dégénéré, I'un des deux rayons est 2 n/2. Donc, dans une chaine
d’arétes de G(c), associées 4 des bras dégénérés, I'une des extrémités est un sommet-
articulation. a

3.3. Un difféomorphisme extérieur f: M, — M_ est dit adapté s’il existe une famille
principale de bras L; et dans chacun une tranche N; (= $? x {p}) disjointe de £(Z) et
entiérement visible dans M. On renvoie a (1.3) pour la définition de Diffstand. Nous utilisons
de fagon essentielle la conjecture de Smale dans:

ProrosiTion 1.3. L’ensemble quasi-simplicial Diffextad des difféomorphismes extérieurs

adaptés a le type d’homotopie faible de [] Diffstand (P;) x (Q(O(3))Y.

i=1

Démonstration. La réunion N{c) des tranches choisies pour satisfaire la condition
“adaptée” ne peut pas en général varier continiment avec ¢ sur tout 'espace des paramétres
mais seulement au voisinage de chaque configuration. On recouvre donc l'espace des
paramétres avec un nombre fini de boules B* et, pour ¢ € B*, on a une famille N*(c) de tranches
dans des bras principaux, variant continliment avec c¢. Quitte & insérer des articulations
invisibles de part et d’autre de chaque N (c), on peut supposer le bras correspondant L(c)
entiérement visible.

Fixons k tel que c € B*. Observons que f.(6D;),i =n+1,...,n+g, borde une région qui
contient exactement une tranche non séparante de la famille N*(c). Donc un chemin de M,
avec origine dans f.(Z) et extrémité dans M, et qui ne recoupe pas f.(Z), ne peut couper une
tranche non séparante de N*(c). Aprés cette remarque, on voit facilement que f,(P, ) détermine
une unique tranche N%(c) ayant I'une des propriétés exclusives suivantes:

(@) NA(c) = £(Py).

(b) £(P,) " N*(c) =0 et N%(c) est la premiére tranche rencontrée par un chemin a
joignant £ (3P,) a M, sans recouper f.(X) et ayant une intersection minimale avec N*(c).

Maintenant, on coupe M(c) le long de N¥ (c) et on décolle les bras L%(c), j # 1; on applique
la réduction 2.8 aux morceaux dont 'union contient deux copies de N (c). Dans 'un des deux
on voit unanneau 4, = $2 x [0, 1], non pas entre N%(c) et jc(éf’l), mais entre leurs images par
I'isotopie extérieure de réduction. On fabrique la configuration ¢’ en recollant les bras
principaux et en faisant glisser leurs centres d’attachement qui tombent dans 4,, horsde 4, en
direction du coeur. Noter que dans le cas (a) de tels glissements ne se présentent pas.
Procédant ainsi pour tous les facteurs, on arrive a une configuration, encore notée ¢', sans
articulation et ou tous les bras sont attachés au coeur.

Si ce BY n B*:, la procédure analogue, ou les deux familles principales sont décollées,
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aboutit a ¢’ possédant encore des articulations: N }‘:(c’) et N J’-‘z(c’) appartiennent a deux bras
reliés par une articulation ou rien d’autre n’est attaché. On pousse alors la déformation de ¢
jusqu’a rendre cette articulation invisible dans ¢’.

Comme par 2.8 la réduction est “canonique” et que les glissements le sont aussi par la
conjecture de Smale, il n'y a pas d’obstruction a déformer le simplexe f,,, jusqu’a f.,, 0u c'(¢)
est sans articulation et ou chaque bras est attaché au coeur. De nouveau, d’aprés Smale, on
peut supposer que f..,, envoie une tranche donnée dans chaque bras £, de M, sur une tranche
d’un bras de M_,,

Précisément, f. w (6P,) est contenu dans un bras reliant P, a A P, ; on peut supposer que
C’est la tranche extréme de ce bras du coté de P, . Donc f., (P)) = P (c (1)) ou Pk (c'(2)
est l'adhérence du complémentaire de la boule standard d’ attachement dans P, . On
a nécessairement P, = P;. Donc par la relation d’é¢quivalence 2.6, on peut aussi dire
Jew (P,) = P,(c'(1)) pour tout k.

D’autre part comme f;,(B) évite une tranche dans chaque bras, aprés une déformation
canonique, f..,(B) est l'adhérence du complémentaire dans P, des boules d’attachement. La
conjecture de Smale équivaut a I'acyclicité de Plgt (B, S mod S?). Par la fibration mention-
née en 2.1, on peut déformer £, jusqu’a ce que f,.,,|B = Id. Poursuivant le redressement de
Jo-y dans les anses, on obtient que chaque tranche est envoyée en elle-méme par une rotation.
La restriction de £, 4 une anse produit donc un lacet de 0(3).

Enfin, on peut supposer que les bras de connexion avec les facteurs ont des rayons
constants et que f., y est I'identité. Il reste a montrer que f., |P, se prolonge canoniquement
en un diffeomorphisme standard de P,. Si (1) B(p)—» P, (resp. ¢:B(p)— P,) est
lattachement du bras dans c'(t) (resp. *), ¢(t)¢p ! donne le prolongement cherché de £,

Réciproquement, la donnée de n difféomorphismes standard des facteurs et de g lacets de
0(3) permet de construire une configuration et un difféomorphisme extérieur adapté. O

THeoreME 1. L’inclusion de Diffextad dans Diffext induit une équivalence d’homotopie
faible.

La démonstration proceéde en deux étapes. Etant donné un k-simplexe { f,,} de Diffext,
dans la premiére étape on le déforme jusqu’a lui donner une bonne présentation. Dans la
seconde étape, on applique un procédé de disjonction du type donné par Hatcher [4] pour
rentrer dans Diffextad.

3.4. Bonne présentation

Si ¢: B(p) = M est un plongement standard dans une variété parallélisée, il existe une
isotopie de ¢ a centre fixe jusqu’a ce que le diamétre de ¢, = diamétre de 'image mesuré dans
la métrique associée a la parallélisation, soit inférieur a un é donné a 'avance. Noter que ce
procédé ne change pas les rayons du bras attaché par ¢. Sie = { M., } est un petit simplexe de
configurations, en montant dans la tour des sommes connexes, on contracte tous les diametres
d’attachement autres que les attachements isométriques sur une articulation; ceux-ci restent
inchangés. Pour toute face ¢’ de o, la déformation {M,, ,,; u€[0, 1]} est un petit simplexe
pour n’importe que! ordre de sommes connexes faisant de ¢’ un petit simplexe. Si les
attachements sont déja petits sur 6o, la déformation peut étre choisie constante sur do. Ces
deux arguments prouvent que I'on peut déformer tout un k-simplexe jusqu’a ce que les
attachements non isométriques soient petits et ceci sans changer les rayons des bras.

Soit maintenant h(r) = sup inf longueur, ou le sup est pris sur I'ensemble des familles
principales de bras de c(t) et ou le inf est pris sur Pensemble des bras d’une telle famille. La
fonction h(t) est semi-continue inférieurement et posséde donc une borne inférieure h,. Soit n
un majorant du nombre de bras pour tous les ¢(t). On prend é = h,/2n; apres la contraction
décrite ci-dessus, c(t) posséde une famille principale de bras possédant chacun une tranche
entierement visible dans M .. Par un argument de transversalité élémentaire, on obtient ce
qu'on appelle la bonne présentation d’un k-simplexe { f,,,} de Diffext.

(R;) Il existe un recouvrement de D* par un nombre fini d’ouverts U;,jeJ, et pour chaque
Jj €J,t1eU;, une famille principale de bras L,(), i€ I ;(t), chaque bras étant muni d’une tranche
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Nj;(¢) entiérement visible dans M, transversale sur f,,, (Z), et vanant continiment avect € U
au sens extérieur (X a été défini en 3.1).

(Ry) Pour k # j, Ny (t) # N (v).

3.5. Disjonction sans paramétre (cas sans anse)
Pour chaque t € U, I'intersection de N, (t) et de f,,,(Z) est une union de courbes lisses deux

a deux disjointes dans f,,(Z). L’ensemble de ces courbes est note I';;(r) et (1) = U (). On

pose I'(t) = Ur (r) 1a réunion étant prise sur les j tels que te U, Enfin I’ = UF (¢). On

voudrait V1der I'. La différence avec la technique de Hatcher réside dans la possxblllte de
déformer la famille c(t) sousjacente.

Pour ordonner (partiellement) cette famille de courbes, il convient de pointer chaque
composante Z, de Z par un point-base p,. On met I’hypothése de généricité: Vi, f, ® (p) € N (D).

De cette maniere, chaque courbe y(t) borde un unique disque Dj (y(t)) sur f,(Z) évitant
I'image des points-bases. L’inclusion des disques définit un ordre partiel sur I, que nous
appellerons Yordre géométrique.

Etudions la géomeétrie lorsque y(t) = Nj;(t) est minimale dans I';(¢); cet indice j va jouer un
role particulier parmi tous les k tels que t € U,. Coupons M., par toutes les tranches N (t),
leI,(t), et bouchons les trous par des boules, sauf ceux provenant de N; .(£). On obtient une
variété dont une composante Q contient Dy (y(t)). Comme les bras d’une famllle principale ont
été coupés, Q est homéomorphe a un facteur troué. Il existe sur 6Q, donc sur N;(t), un unique
disque D (y(t)) tel que Dg(y(t)) n Dy(y(t)) soit une 2-sphére anguleuse bordant une boule
B(y(1)) = Q.

On représente c(t) en insérant deux articulations invisibles de part et d’autre de chaque
N (t) pour tous les k tels que € U,. Elles sont reliées par un bras L,,(¢) contenant N(t) et sur
lequel ne vient aucun attachement. Les L,,(t), k fixé, forment une famille principale. Donc M,
est obtenu a partir d’une variété Mc(,, en faisant les sommes connexes indiguées par les bras
L,(t), kl+ ji. De plus, Mc(,, contient Dy (y(t)) L Dy (y(t)) et cette sphére anguleuse y borde une
boule B(y(t)) du méme cote que B(y(1)). Noter qu ‘il se peut que Dy (y(1)) U (N ;;(t) — Dy (y(1)))
borde aussi une boule dans M., mais nous ne nous y intéressons pas.

On choisit un paramétrage de B(y(t)) par B = {(x,y,2)e R3|x*+ 2 +22 <1, z 2 0}.
Cela donne une procédure pour chasser les centres d’attachement qui s’y trouvent. Cette
opération se reléve en un glissement des dits attachements hors de B(y(z)). Soit ¢'(z) la
configuration résultante. La boule B(y(t)) existe dans M, ~m uneisotopie de f., (X) donnée par
un modele permet I'élimination de y(t) ainsi que de toutes les courbes intérieures a D (y(2)).

Les glissements de bras L,;(t) par dessus N () conservent la propriété que les L,,(¢) et les
L ;(¢) forment deux familles principales. C'est évident pour k # j et, pour k = j, on observe que
N ;;(2) isole encore le facteur Q dans M_.,,. En d’autres mots, N ; (¢) constitue a elle seule une
famille principale dans la variété¢ ou les bras L (1), I' # i, sont décollés, et les glissements
considéres préservent cette propriété. On peut donc itérer le procédé et vider I'(z) pour arriver
a un diffeomorphisme adapté.

L'ensemble de la procédure dépend du choix d’un ordre total sur I'(r) compatible avec
I'ordre géométrique. Cet ordre étant choisi, certaines intersections apparaissent comme
négligeables: y’ est négligeable s’il existe y < ' tel que D (y) contient y’. Noter aussi qu'une
courbe non négligeable reste fixe jusqu’a T'étape de son élimination.

Lo ()

Fig. 5.
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3.6. Disjonction sans parameétre en présence d’anse

Si N ;(¢) est une tranche non séparante, la composante Q décrite en 3.5 est homéomorphe a
un facteur a un ou deux trous. La variété B(y(t)) est alors une boule ou un anneau; cette
propriété definit D,(y(t)) de fagon unique. Si c’est une boule, on procéde comme
précédemment.

Etudions maintenant le cas ou B(y(t)) est un anneau. La variété Mcm est fabriquée en
decollant tous les bras des familles principales L,,(t), pour tout k tel que t € U, , a I'exception de
ceux dont les tranches sont des sphéres paralléles au bord de B(y(t)). Noter que si L,,(t) a cette
propriéte, avec ki # ji, tout le bras est visible dans B(y(t)). Plus précisément, si on décolle les
bras L,(t) et L;(t), 'anneau qu’ils limitent dans B(y(t)) se trouve naturellement sur une
configuration de la sphére standard. D’apreés 2.8, cet espace de configurations est contractile,
donc admet une section dans Diffext (S3). Par conséquent, cet anneau peut étre paramétré de
facon unique a un choix contractile prés; on parlera de son paramétrage canonique.

A B(y(t)) correspond un anneau B(y(t)) dont I'intérieur est plongé dans M.,,,. On choisit un
plongement y: S? x [ -1, + 1] — M., vérifiant:

(1) ¥($*x {0}) = N;i(0),

(2) Y(s2 x [0, 1]) = B(, (1),

(3) ¥(S%x {1}) est proche de Dy U Dy,

(4) Si N, (t) est visible dans B(y(1)), ¥ induit le paramétrage canonique de 'anneau entre
Noult) et N(o);

(5) Pour he[ —1,0] ¢(S? x {h}) est une tranche de L ;(t). On choisit ¢ assez petit pour
que, pour he[1 —¢, 1], (8% x { h}) soit transverse a f,,(Z). On considére une isotopie de cet
anneau qui pousse S? x [1 —¢, 1] sur §2 x [0, 1] par déplacement le long des génératrices
préservant le feuilletage S? x { h}. On fait opérer cette isotopie sur les tranches N (t), kI # ji,
sur les attachements qui viennent sur B(y(z)) et sur Jow (). A la fin, malgré le déplacement de

S Sl 2)

Fig. 6.
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certaines tranches, qui d’aprés 4) se retrouvent comme tranches de L ;(t), les familles de bras
n’ont pas perdu leur caractére principal; I', (1) est préservé. La courbe d’intersection y(t) a éte
éliminée, ainsi que toutes les intersections de f,(X) avec N;(t) —D(7(1)) qui sont donc
négligeables. Les autres élements de I';(¢) sont préservés.

Nous venons d’éxécuter une opération dite spéciale aux anses.

3.7. Théorie locale a paramétres (sans opération spéciale aux anses)

Pour fixer lesidées, disonsque t€ U; nU, et que y(t) = N (t) est minimale. Les opérations
de glissement et de dls]onctlon sont prescntes par la boule B(t) = B(y (t)), pour laquelie sont
donnés un épaississement E(B(1)) et un paramétrage ,: E(B) - E (B(t)) par I'épaississement du
modéle, tel que y,” Y (N;(t) = {z = 0}. Soit X, 'ensemble des centres d’attachement des j et k-
bras venant sur B(t).

Définition. Un simplexe de configurations de E(B(t)) est obtenu en faisant les mouvements
usuels de I'espace des configurations a condition qu’ils n’affectent pas le bord. Par exemple, on
peut réduire les articulations libres existant a 'intérieur.

ProposiTION. Soit ¢ un simplexe dans U N U,. Pour tedo et uel0, 1], on donne une
configuration E(B)(t, u) de E(B(t)), une conﬁguratzon partiellement réduite E(B), (t, u) avec un
difféeomorphisme p: E(B)(t, u) » E(B),(t, u), égal a l'identité au bord, et X, o < E(B)(t, u). On
suppose:

— X, 0=X, R R R R

— E(B),(t 0) = E(B)(t, 0) = E(B(?)) et E(B),(t, 1) = E(B)t, 1);

N;(t) est visible dans E(B) (t,u) pour tout u, ce qui permet décrire E(B)(t, 1)
= E(B(t 1)) C'est-d-dire que E(B)(t, 1) est Pépaississement de Bz, 1);

— X, nBt,H=0
Alors, une telle donnée se prolonge a tout t e g, avec les mémes propriétés.

En d’autres termes, plus vagues, toute famille de glissements de X, hors de B(t) pour t € o
se prolonge a a.

Preuve. Soit £ =0 x {0} U do x [0, 1]; un point de Z x [0,2] aura des coordonnées
@, v) Etant donné le paramétrage i, choisi pour t €0, il n’y a pas d’obstruction a paramétrer
E(B)®6) par ¥, de sorte que (pyp)~ '(N;) = {z = 0}. A l'aide de ce paramétrage, on construit
Xo, < E(B)(0) de sorte que X, ,= X, et que ¥, ' (X, ,) = {z <0}; pour ve[0,1],
E(B) (6, v) = E(B)(6). Puis, pour v variant de 1 a 2, on exécute la réduction de E(B)®) &
E(B) (6); cette déformation est constante sur 0X. Ainsi N; est visible dans E(B)(6,v) pour
(0,v)€0Z x [0,2] w X x {2}, ce qui permet d’écrire E(B)(B u) E(B(8, v)). De plus, pour les
meémes (6, v),ona X, , N B(6, v) = 0. Pour finir on utilise un homéomorphisme de X x [0, 2]
sur o x [0, 1] envoyant 0Z x [0,2] U X x {2} sur o x {1}. On a ainsi I'extension cherchée. La
construction a consisté 4 superposer le glissement de X, prescrit par ¥, a celui donné pour
tedo. O
3.8. Soit B(r) ia boule associée a y (t) en ne décollant que les j-bras; la boule B(t) se réduit
sur B(t). Soit Y, 'ensemble des attachements des j-bras sur B(z). Si EB)(t, w), E(B),(t, u), X
sont des données vérifiant les hypothéses de 3.7, celles-ci se relévent en une déformation
E(B )(t u), E(B),(t, u), Y, ,, vérifiant les mémes conditions. On construit E(B)(t, u) a partir de
E(B)(t, u) en recollant les k-bras dont les centres d’attachements sont dans X, ,. Pour u petit,
E(B),(t, u) décrit une réduction de E(B)(t, 0) jusqu’a E(B)(z, 0); ensuite E(B),(t, u) = E(B),(t, u);
enfin pour u descendant de 1, E(B),(t, u) décrit une réduction de E(B)(t, 1) jusqu'a E(B), 1).

3.9. ProrosiTioN. On suppose que, pour t€ o, D (y(t)) v D z(y(t)) borde une boule B(y(t))
= B(t). Toute isotopie d’élimination de y(t), @ support dans E(B(t)), donnée pour t€dio, se

prolonge a tout teo.

Preuve. Utiliser le méme argument de superposition qu'en 3.7. 0
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3.10. Théorie locale a paramétres relative a 'opération spéciale aux anses

Pour plus de clarté dans I'étude précédente, nous avons séparé I'opération de glissement et
celle de disjonction; en fait on peut utiliser le paramétrage pour éxécuter les deux opérations
simultanément. Dans 'opération spéciale aux anses, on est obligé de faire I'isotopie qui
déplace la tranche visible N,; en méme temps que 'on fait les glissements, sinon I', ne serait pas
préservé. Cette remarque étant faite, on peut faire fonctionner pour un anneau le méme
principe de superposition que pour une boule et obtenir un énoncé analogue a 3.7 +3.9.

3.11. Fonctions de Hatcher

ProrosiTion. 1l existe des données { U;}, {N;;(t)}, I satisfaisant (R,) et (R;) (voir 3.4) et
une fonction A: T — 0, 1[, dite fonction de Hatcher, vérifiant: '

(R3) t = A(y(1)) est lisse sur un voisinage de Uj ou y(t) existe;

(R,) A est croissante pour I'ordre sur les courbes;

(Rs) si 1(8) # y2(1), |A(y2(8) — A(y1 ()| > 0, pour un certain n > 0.

Preuve. Partant de données vérifiant (R,) et (R,), il est trés facile de construire 4 vérifiant
(R3) et (R,). Par exemple, Igusa nous a proposé de prendre Paire du disque D g(y(t)) multipliée
par un scalaire constant convenable pour que la valeur soit < 1.

Considérant la restriction de 4 a I';, on fabrique un graphe G; U x J0, 1[ qui est le
graphe d’une fonction numeérique multlvoque chaque nappe est associée a un type
d’intersection y = N,;. Nous avons deux sortes de singularités: les points doubles de G; et les
points d’intersection de G; avec G,

Pour atteindre (R;) selon I'idée de Hatcher, on démultiplie les tranches N; en k+1
tranches paraliéles N, I =1, , k+1, (k =dimension de l'espace des parameétres).

De méme, I; est démultiplie en F’ et A est construit sur u F‘ pour satisfaire (R,) et (Ry);

les graphes sont notés G). Soit K! = {reD*|t = pro_yect:on d’un point double de G}}.
Genenquement sur 4, les K’ sont de codimension 1 et leurs intersections sont en position
générale: “m Ki=0.
t=1

Notons U = U,—vois. rég. (K') pour des voxslnages réguliers assez petits, les U Y
recouvrent U,. Pour te U L on selectlonne la tranche N (¢). Alors, les propriétés (Rl}—(R4)
sont satxsfantes De plus, revenam aux notations initiales pour designer la nouvelle situation,
les graphes G| sont sans point double. Il reste éventuellement des points d’intersection de G;
avec G,,.

De nouveau on démultiplie N; en k+ 1 tranches N'. Soit K = {te D*|t = projection

k+1
d’un point d’intersection de G avec G}, p # j }. Génériquement sur ,ona n K/ =0.0n
i=1

procede mot pour mot comme ci-dessus et on gagne (R ). Cette étape ne peut se faire en méme
temps que la précédente car celle-ci a pour effet de créer des points d’intersection. O

3.12. Passage a un recouvrement plus fin

Considérons des données vérifiant 3.11 et un recouvrement plus fin {Q,}.Sip — j(p)estle
morphisme de raffinement, on associe & chaque 2, une tranche N, légérement translatée de
N; ) pour satisfaire (R,). Ce choix étant fait, 'ordre géométrique dit dans quel sens il faut
légerement translater les valeurs de A pour satisfaire (R,) et (Rs); noter que le probléme ne se
pose qu’a I'intersection Q, ~ Q, avec j(p) = j(p). O

Remarque. Dans cet argument, le recouvrement des €, n’est pas nécessairement un
recouvrement ouvert. Prenant pour D* un modéle cubique, on peut donc supposer que U est
un petit cube d’un quadrillage. Par conséquent, si U ~ U, # 0, l'intersection est un s1mp1exe
de dimension strictement plus petite.

3.15. Fin de la démonstration du théoréme de disjonction
L’ordre total utilisé sur I est celui donné par la fonction de Hatcher A. La disjonction se
construit sur D* x [0, 1] par récurrence sur les simplexes du quadrillage de D* par dimension
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croissante. Regardons les détails dans le cas unidimensionnel. Ici U est un intervalle
d’extrémités to, t,, ou {to} = Uy n U et {t,} =U, n U,

On construit f ,,i=0,1, selon le procédé decrit dans la disjonction sans paramétre;
l'opération concernant une courbe y(¢;) se fait dans le u-intervalle [A(7(t,), A(y(z;)) +n]. Ceci
étant, lorsque se pose le probléme d’étendre f , a tout te U ;» on peut supposer que les
valeurs de 4 sont constantes (par une transformation sur u dépendant de t) car 4 n’a pas de
valeurs doubles; on construit alors f, ,, par récurrence croissante sur les valeurs de 4.

Soit y(t) une courbe d’intersection avec N;(t); on note uy = A(y(t)). On suppose que f, ,,
est construit sur {t,} x [0,1] v {t,;} x [0,1] U U; x [0, 4 ]. Par hypothése de récurrence,
7(t) est minimale dans I'(z, uy) et les N (t, u;) sont V151bles dans M, , , On a des supports
d’¢limination de y(t): B(¢, ug) qui hablte dans la variété ou sont décollés les j-bras de M ctt,u?
Bit,, u,) (resp. B(t,, uy)) qui habite dans la variété ou sont décollés les j- et O-bras (resp. les j- et
1-bras).

Par construction de f,, ., on a des donnees E(B)(ty, u), E(B)(t,,u) qui verifient les
conditions de 3.7 (le u-intervalle de 3.7 est ici [u,, uo+1]). Par 3.8, on a des donnees

E(B)t,, u) et E(B)t,,u) qui vérifient les mémes conditions. Noter que dans E(B)(t,, v), la
tranche N; risque d’étre masquée par des 0-bras; ce fait nous a obligé a considérer les familles
associées partlellement réduites”. D’aprés 3.7, ces derniéres données s’étendent a tout te U, I
Simultanément on applique 3.9 pour prolonger la disjonction. S'il s’agit de déformation a
travers des anneaux, on applique 3.10. Dans tous les cas, les N, (t, uy +#) se retrouvent
visibles, donc la récurrence sur les valeurs de 4 peut étre poursuivie.

§4. FIBRATION AU-DESSUS DU PRODUIT DES FACTEURS

4.1. Soient ¢ une configuration et M, sa réalisation. Le groupe fondamental n,(M_, ¢P,)
admet un quotient naturel libre a g générateurs. En effet, en replagant chaque facteur et
articulation par un point et chaque bras par une aréte ayant la longueur du bras, on construit
une projection de M, sur un graphe a g cycles. On note (M,, 0P,) le revétement galoisien
associé. En décollant successivement les sommes connexes de M, on décolle simultanément
celles de M. A la fin, on obtient M ° qui revét M = union des facteurs et des articulations. On
note 7 la projection M_— M, et, par extension, M? - M°. On définit le complexe quasi-
simplicial € de la facon suivante:

— un O-simplexe est doniné par ¢ € C et par n composantes Q,, ..., Q, de M? avec
Q; = P, et n(Q) # n(Q,) pour i # j. Le difféomorphisme ci-dessus est assigné: n(Q,) est un
facteur P, difftomorphe a P; et ce difféomorphisme-la a été choisi une fois pour toutes dans
2.6.

— un petit k-simplexe {¢(t)} est donné par { <c(1),Q,(1),...,Q,(t)>} ou {c(t)} est un petit k-
simplexe de C et ou les Q, (t) sont mdependants de ¢, ce qui a un sens car il existe une
identification canonique de M ¢ ety AVEC M oty

La projection IT: {&(t)} — {c(z)} munit C d’une structure de revétement au-dessus de
C. La connexité de C est déduite de celle de C a l'aide des glissements de Whitehead des
facteurs au-dessus des anses.

n
4.2. L’applicationp. C -] int P,

Nous allons la décrire ;ur les O-simplexes de C: elle s’étendra naturellement aux k-
simplexes de C a valeurs dans le complexe singulier de IT int P,. Une configuration ¢ étant
donnée, on décide de la représenter en insérant des articulations invisibles aux extrémités des
bras de sorte que tous les bras de longueur non nulle aient des extrémités attachées
isométriquement. Ainsi tous les bras ont au moins une extrémité isométrique. On choisit
'ordre des sommes connexes avec priorité aux bras a deux extrémités isométriques (comme
notamment les bras de longueur non nulle). Cette construction s’étend clairement aux petits
simplexes de configurations (2.7).

Partant de M ?, tant que I'on n’attache que des bras a extrémités isomeétriques, les facteurs,



DIFFEOMORPHISMES DES SOMMES CONNEXES EN DIMENSION TROIS 437

y compris le coeur, restent tels quels (rappelons qu’un attachement n’est considéré comme
isométrique que sur une articulation). La suite des attachements a partir de M? fournit une
suite M3, s=0, ..., m, avec M= M_; simultanément, on a la suite des revétements
(éventuellement non connexes) M. Etant donné ¢ = {c,Q,, ..., @, >, on note (M?), la
composante de M ¢ qui contient Q; parmi ses facteurs. I existe un plus grand entier m, tel que,
pour tout i, (M™), = Q,. Pour s 2 my, on construit M? a partir de M™ en attachant des bras
de longueur nulle. Prenant le centre o de D _ comme point-base de M ™, nous allons, par valeur
décroissante de s, décrire un point-base naturel dans (M:), en nous fondant sur la
construction ci-dessous.

Construction. Soit X = A # L, # B ou L, est un bras de longueur nulle avec un
attachement de type mou ¢: B(2p) — A, p # 0, et un attachement isométrique y: B°(p) = B.
On a deux applications r,: X » A4 et r5: X — B données par les formules suivantes:

— sixeBQ2p), r (@(x)) = @(a,(x)), ou a,: B(2p) & avec a,(B(p)) = e et a, = Id au bord
de B(2p). On prolonge r , par I'identité sur A — Im ¢ et par 'application constante sur B, égale
a ofe).

— Soit f,: B(p) = B(p), égale a I'identité au bord et envoyant 0B(2p) sur —e;alors, pour
x € B(2p) — B(p), on pose r 5(¢(x)) = ¥(B,(x)). On prolonge r; par 'application constante sur
A —Im ¢, égale a y( —e), et par I'identité sur B—im y.

Les applications a, et f, déplacent les points sur les méridiens de S 3 et ne dépendent que de
p.

Remarque. Sip = 0,ona X = Aetr, = Id;en méme temps, B est réduit a une articulation.
On ne définit pas rg. Noter que dans une famille de configurations de A # L, # B, dépendant
d’un paramétre t, méme si p(t) s'annule, r ,(t) est une famille d’applications lisses, continue en t
dans la topologie C°.

Revenons a la construction du point-base de (M £);- On a une application r;: (Mj“),.
— (M3); décrite comme il est dit ci-dessous. On met sur le but 'image du point-base de la
source qui existe par hypothese de récurrence.

Disons que M:*! est obtenu en collant a M$ un bras L. Si (M:*!), = (M:);, on pose
r, = 1d; cela arrive lorsque =~ !(L) ne rencontre pas (M:*!),. Sinon L est sirement de
longueur nulle.

Supposons d’abord que 7~ (L) ne contienne qu’un seul bras L, touchant (M3),; dans ce
cas (M:*1);= A # L, # B et selon que (M?), = 4 ou B, on pose r; = r, ou r,. Noter que, si
(M), = B, comme ce n’est pas une articulation, le rayon p ne peut étre nul.

Dans le cas général, (M:* 1), est obtenu par une somme connexe simultanée entre (M:), et
des variétés deux a deux disjointes, a 'aide de bras dont les attachements sur (M), sont
indépendants. On construit r; comme ci-dessus relativement & chaque bras de cette somme
connexe.

Apres cette itération, Q; est pointée. L'identification préassignée de Q; avec P, donne la
i-éme coordonnée de p(c).

4.3. Bonne définition de p.

D’abord on montre que, pour une configuration, la définition de p ne dépend pas du choix
del’ordre des attachements. Or, la permutation de deux attachements n’est autorisée que si les
boules (de double rayon pour le type mou) sont disjointes. Disons que M:* 2 est construit a
partif de M: par deux tels bras L et L'; la construction précédente conduit & une application
Fio (M3*2), - (M?), On vérifie qu'elle est égale a la composée de deux applications r; obtenue .
en decollant successivement L puis L'; donc elle est indépendante de I'ordre des opérations
bien que la variété intermédiaire (M:*!), puisse en dépendre.

1l en resulte que le passage du type mou au type isométrique (2.5) d’un attachement invarie
la valeur de p: on peut supposer que la somme connexe associée 4 un tel bras de type variable
se fait entre celles dont les bras ont deux attachements isométriques et les autres; ainsi, cette
somme connexe relie des composantes ne contenant aucun facteur. Donc, ce bras n’intervient
pas dans le pointage de Q,.
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4.4, L'application de (H Diffstand P;) x (Q0(3)f dans C induite par l'action de

T Diffstand P; sur la configuration-base, se reléve clairement dans C et la composition

{

(T Diffstand P;) x (Q0(3))* = C 3 O int P, est le produit des applications valeur au point-
: e

base de P,.
4.5. Négligeant dans un premier temps les difficultés liées 4 I'annulation d’un rayon

d’attachement, nous allons prouver que I'application p: C — II int P, est une fibration de
i=1

Kan. Les modifications nécessaires seront apportées en 4.6 et 4.7.

Démonstration. La surjectivité de p est hors de doute. On considérera le reléevement des
n
k-simplexes, k = 1. Soit ¢: D¥~' x [0,1] - II int P;; soit £: D*~! x {0} — C un relévement

i=1
des, Z(t,0) = {c(t,0),Q,...,Q,>. Quitte a subdiviser D*"*, on peut se limiter au cas ou
{c(t,0), te D*~ '} est un petit simplexe pourvu que le prolongement c(t, u) vérifie:

Condition 1. Tout ordre d’attachements convenant pour c(t, 0) convient aussi pour c(t, u).
Soit f(¢r,)eII Diff P, tel que f(t,0)=1d et f(t,u)o(t,0) = o(t,u), qui existe par

extension des isotopies. Ayant choisi un ordre des attachements comme en 4.2, on va définir
récursivement des familles de diffeomorphismes et de configurations, pour s =0, ..., m:
LS, u): M, o) = M )]

k*(¢t, u), K°(t, u): M:

ct, 0) &

avec f5(t,0) = k°(¢, 0) = K*(¢, 0) = Id.

On commence avec f°(t, u) donné par la i-éme composante de f (¢, w)ysur P(i=1,...,n)
et par 'identité sur les autres composantes de M, ,) = M, 0

Soit @**1(t, u) le couple des attachements du (s + 1)-iéme bras dans c(t, u). On pose:
@St 1(t, u) = f5(t, wks(t, we** (¢, 0). En prolongeant f3(t, u)k*(t, u) par 'identité sur le bras, on
définit un difféomorphisme extérieur:

g, u): M?(T,lo) - M'c‘(:h)‘

On pose f**(t,u) = g°*(t, )K**!(t,u). Les familles k*(t,u) et K**!(r,u) sont la pour
corriger le jeu des parallélisations. On impose les conditions suivantes.

Condition 2. f5(t, wks(t, u)p** (t,0) est standard.

Condition 3. k*(t, u) et K**!(t, u) sont I'identité sur la partie M}, ,, qui est visible dans
Ml o

Ainsi, récursivement, f°(¢,u) respecte la parallélisation sur les parties visibles des
articulations et des attachements, indépendants dans c(t, 0), le restent dans c(t, u); la condition

1 est donc satisfaite.

Soit r$* (e, u): (M3 L)) — (M2, ) 'application construite en 4.2. Par construction, on a:

P w) G u) = fo(, wk (e w) st (e, 0).
Or, on veut avoir la propriété:
r LW W = Fwrt e, 0)
qui impliquera la formule cherchée:

p(Lclt,u), @y, ..., Qn0) =0l u).

Elle sera la conséquence de la:

Condition 4. k*(t, u) rs*t 1 (t, ) K s*2(t, u) = rs* 1 (¢, 0).
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La condition 3 permet de ne construire K** ! (¢, u) que sur un objet li¢ au bras. Disons que
la configuration ¢**!(t, 0) est donnée par des plongements:

@ (t): B(2p,) 1L B(m —p,) — Mi(x, 0)
Y(t):B2p,) #  B(m—py)—> M oy

L{p(1),m —p(1))
Nous noterons plus briévement B(2p,) # B*(n — p,) la source de y(t); k(t, u) et K(z, u) sont les
t

difféomorphismes induits sur les sources respectivement par k*(t, u) et K** (1, u). Compte
tenu de la construction de ri*?, les conditions deviennent:

Condition 4. Si p(t) # 0 (rayon d’attachement du coté¢ mou), alors
k(t,uyr, K(t,y=r,,ou* = A, B.

Condition 3. k(t, u) (resp. K(t, u)) sont des diffeomorphismes qui sont I'identité dans un
voisinage du bord de B(2p,) 1L B(n —p,) (resp. de B(2p,) # B‘(n —p,)).
1

Condition 2’ ( =>condition 2). Soit x,,x, le centre de B(p,), B°(n — p;). Soit 1(t,u) la
parallélisation induite par f*(z, u) ¢(t) a partir de celle de M, ,,. On demande: k(t, u)(x;) = x,,
(k*(t, wyt (¢, w))(x;) est la parallélisation canonique &(x;) et k(z, u) est linéaire au voisinage de x;.
De plus, si 7(t, u)(x;) = £(x;) pour tout u, on impose k(t, ) = Id sur toute la boule de centre x;.

La famille k(z, u) est donnée par le théoréme de fibration des difféeomorphismes de la boule,
fixant I'origine et un voisinage du bord, au-dessus de I'espace des 1-jets.

Avant de construire K{t, u), on renforce les conditions intervenant dans la construction de
r 4etr g (voir 4.2). Au lieu de o, (B(p)) = e, on prend a,(B(5/3p)) = e, et au lieu de B,(B(2p)) =
—e, on prend f,(B‘(4/3p)) = —e. On demande que o, donne uh difféomorphisme B(2p)
~ B(5/3p) — B2p) — {e}.

Ainsi, la condition 4 via r , détermine K(t, u) sans ambiguité sur B(2p,) — B(5/3p,(t)) avec
une extension évidente a 'adhérence, vu que r , respecte les rayons et que k(t, u) est lineaire au
voisinage du centre. Par extension des isotopies, on prolonge K (¢, u)a B(5/3 p,(t)) de sorte que
sa restriction a un voisinage de B(4/3 p, (t)) soit I'identité. On prolonge K (t, u) par I'identité sur
B¢(m — p,). Puisque ¢(t)| B (n — p,) a son image sur la partie visible d’une articulation et que
fS(t,u) y respecte la parallélisation, on a, daprés la condition 2, k(t, u)|
Bé(n —p,) = Id, donc k(t, wr K(t, u) = rp. o

Remarque. On tombe sur une difficulté pour que la famille (¢, ) — K (¢, u) soit continue au
sens C! pour ¢ proche d’une valeur t, avec p, (t,) = 0. En fait, on a K(to, u) = k(to, u) " etla
propriété que K(t, u) conserve la sphére de rayon 5/3p(t) donnera lieu a la condition
infinitésimale en x,; que D(k(t,, ©)) |, soit orthogonale. Elle n’est pas nécessairement satisfaite.

4.6. On aura besoin de passer a un espace C' homotopiquement équivalent & C. L’espace
C’ correspondra a une nouvelle notion de plongement isométrique d’une boule. Un
plongement isométrique au nouveau sens sera une paire {@,n > ou ¢: B(p)— M; est un
plongement, qui respecte les parallélisations et dont I'image est contenue dans la partie visible
d’une articulation, et ou € [0, 2] de fagon que: (1) si p = =, alors n = 2; (2) sin > 0, alors M,
est une articulation entiérement visible.

Dans la construction de somme connexe, le paramétre n n’intervient pas. On déclare non
visible dans la somme connexe toute I'articulation qui regoit une extrémité de bras donnée par
un plongement isométrique { ¢, n > avec n > 0. Pour n = 0, on garde la notion originale de
visibilité (2.4). Si ¢: B(2p) = M, est un plongement mou tel que ¢ (B(2p)) se trouve dans la
partie visible d’une articulation et que ¢|B(p) soit isométrique, on autorise le passage au
plongement isométrique < ¢ |B(p),0 >. Un simplexe de plongements isométriques sera une
famille continue t = { ¢,, 1, > (t € D¥) de plongements isométriques de fagon que , = 2 pour?
dans un voisinage de tout parameétre t, avec p(fy) = . Le paramétre 5 sera utilis¢ pour
modifier I'application p: C — I1P,.

Notons le nouvel espace de configurations par C'.
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LemMme. L’application d'oubli C' — C est une équivalence d’homotopie.
Par induction, on aura une fibration g': Diffext’ = C’ et un revétement [1": C’' — C’. Nous

definirons une application p': C’ — I1 P, en utilisant une construction modifiée remplagant

L
celle de 4.2. L’insertion préliminaire d’une articulation invisible introduira, bien entendu,
deux attachements isométriques { ¢, n; > (i=1,2) avec n, = n, =0, recouvrant larti-
culation. Dans la représentation de la configuration, on pourra toujours donner priorité aux
bras a extrémités isométriques.

Construction. Soit X = A# B ou L est un bras de longueur nulle avec un attachement de
L

type mou ¢: B(2p) = A4 et un attachement isométrique y: B(p) = B de paramétre n (4.2).
L’application r,: X —» A sera modifiée. Elle sera déterminée par une application af:

B(2p) — B(2p) de la forme:
az(x)wn(M)._p_.x
p flx 1l

ou a”: [0, 0] — [0, oo ] est une famille continue d’applications continues.

On demande:

(@) o" = Idsur[2, ©0),0 < a"(t) < 2 pour tout 0 < ¢t < 2 et a” est linéaire sur un voisinage
de O;

(b) n = 0 implique a°([0, 1]) = {0};

(¢) n =2 implique o = Id.

Sin > 0, B est réduit a une articulation et on a une identification canonique X = A4 (en ne
respectant pas les parallélisations). Ainsi, on pourra définir r , sur ¢(B(2p)) au moyen de o) et
sur le complémentaire par 'identité. Si# = 0, la condition (b) permet de définir r ,comme jadis
au moyen de . Lorsque p tend vers 0, le rayon de I'attachement isométrique tend vers 7,
doncn =2 et r, = Id; la condition (a) assure la continuité pour x — 0; finalement r, est
continue, par rapport a x et au parameétre. D’Ou:

ProrposiTiON. L’application p’: C'->Mim P, est continue.

Pour la suite, nous avons besoin de propriétés plus fortes sur les fonctions «”.

Lemme. (1) Il y a unefamille lisse o«™: [0, o) = [0, 00),n € [1, 2] de fonctions différentiables
telles que, en plus des propriétés (a)-(c) ci-dessus, on ait: o est un difféomorphisme pour n > 1;
a([0,5/3]) = {0}, et a*: (5/3, a0) = (0, o) est un difféomorphisme.

(2) Il y a une famille lisse de difféomorphismes: ®7: [0, cc) — [0, o), s€ [0, 0], ne[1, 2],
satisfaisant 'équation so(t) = o(D7(2)) et telle que, pour t <1 et st <1, ®I(t) = st; en
particulier a" est linéaire sur {0, 1].

Preuve. Pourn > 1,lafamilleu — @, seraun groupea un paramétre, en correspondan-

: . o d
ce avec une fonction X": [0, o) = R par I'¢quation différentielle du Olou=X" 0Ly, P

= Id. Comme a", n > 1, conjugue le champ X" avec le champ linéaire ¥{t) = ¢, la fonction "
est solution de I'équation:

% log «*(r) = 1/X"1), «*(2) = 2.

Les fonctions «” et @ seront fournies par une famille lisse de fonctions différentiables X":
[0, ) — R telle que:
() XMt)=tpourr<1lett22;pourtout,t,0< X} <g
(i) XMt)=0 = t=0ounp=1lett=15/3;

(i) X? = 1d.
Pourn = 1, 0on prendra a’ (1), t > 5/3, la solution a I'équation différentielle et zéro ailleurs.
On démontre facilement que la famille «” est continue dans la topologie C'. O

Nous définirons " = a! pour ne[0,1].
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4.7. Pour obtenir la propriété de Kan de p’, on procéde comme dans 4.5. On sera contraint
a proposer des familles k(z, u) et K(z, u) de difféomorphismes satisfaisant les conditions 2’, 3" et
4

Soit p, > 0, U un voisinage de e€B(2p,) et ¥ un voisinage du bord de B(2p,).
Considérons I'espace D = {ke Diff B(2p,); k = 1d sur ¥V et k™! linéaire sur U }. On peut
supposer que la famille k(z, u) se trouve dans un tel espace D en prenant U et }' petits et en
prescrivant k(t, u)~ ! sur U.

Considérons Péquation pour keD, ne[l,2] et pe(0,p,]:

(%) kay K(k,7, p) = a.

Alors, pour # > 1, a? étant un difféomorphisme, K(k, 7, p) sera defini et dépendra
continiment de (k, 7, p). Pour n = 2, on aura K(k,n, p) = k™ 1.

L’équation (*) détermine aussi les valeurs K(k, 1, p)(x) pour ||x|| > (5/3)p. Or la linéarité
de k sur U méne a une solution de (x) pour x € («7)”! (U) comme suit:

fix|| p -
(+%) Kk, n, p)(x) = @ -, x(~ kT x
P i\ 5 ) T

On utilisera cette équation pour définir K(k, 1, p)(x) pour x€ ()™ '(U) = B((5/3)p). Pour x
petit, le comportement de (**) est donné par:

K(k,n, p)(x) =k~ (x) si x| < p et [k~ ()] < p.

Ainsi, il est facile de voir que K(k, #, p) dépend continiment au sens C' de (k,n, p)€
D x[1,2]x(0,p,] et on pourra poser, pour y{t) 2 L:

K(t, u) = K(k(t, u), n(1), p(t)), st p(t) >0
K(t,uy= {k(t,w)}”*, sin@)=2.

11 reste a définir la famille K(t, u) pour n(t) < 1 de fagon que K(z, u)| B((4/3)p()) soit
l'identité si n(t) = 0. Considérons la famille de difféomorphismes k(t, eu) (e€[0, 1]).
Remarquons que tout difféeomorphisme K(x, 1, p) préserve la boule B((5/3)p). Par consé-
quent, on donne une famille de plongements de(B(2p,) —Int B((5/3)p(t))) v B((4/3)p(t)) dans
B(2p,) par K(k(1,&u), 1, p(t)) sur B((4/3)p(t)) et par K(k(z, u), 1, p(t)) sur la région annulaire,

On peut relever cette famille en une famille continue de difffomorphismes K(z, u, ¢) telle
que K(t,0,¢) = Id, k(t, 0) étant lidentité, et que K(z,u, 1) = K(k(t,u), 1, p(t)). Ainsi, sur
B((4/3)p(t))ona K(t, u,0) = K(Id, 1, p(t)) = 1d. On pose pour n(t) < 1: K(¢, u) = K{(z, u, n(t)).
Ceci établit:

ProvposiTion. L'application p': C' — Il int P; est une fibration de Kan.

Notation. Au dernier paragraphe, C et C désigneront les espaces de configurations que
nous venons d’obtenir ici, C' et C'.

§5. CONCLUSIONS
5.1 Rappelons que nous avons un revétement galoisien IT: C = C et une fibration

p: C — II int P, La fibration principale g: Diffext = C de groupe Diff = Diff, (M) se reléve
i=1
en g: Diffext — C. Eneffet, d’aprés le §3, Diffext se rétracte par déformation sur le sous-espace
& = I Diffstand(P,) x Q0(3)° (g = nombre d’anses), pour lequel le relévement existe (4.4).
La fibration pg: Diffext — ITint P; induit sur & la fibration “valeurs aux points-base” &
— ITint P. Elles sont homotopiquement équivalentes. D'aprés Dold [2], leurs fibres ont le
méme type d’homotopie. L'une est &, ~ I1 Diff (P, mod D;) x Q0(3)? l'autre est notée
Diffext,. Si €, désigne la fibre de p au-dessus du point-base, alors Diffext, est donnée par la
restriction de § au-dessus de C,. La situation est résumée dans le diagramme 1.
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2 <—~—"911~l'[ Diff;( P, mod D,) x Q0(3)°

~

[P, £ Diffext <—Diffext,
See

T

C
Diagramme 1

5.2. Pour les facteurs difféomorphes, on a choisi des identifications respectant les points-
base et les parallélisations; ces choix peuvent étre faits pour satisfaire la relation de cocycle.
Soit § le sous-groupe des permutations o de {1,. .., n} telles que P, = P, et o(i) =i si P;
n’est pas ferme; S agit donc sur IT int P, par permutation des facteurs fermés difféomorphes.
Fixons l'action de S sur C par:

0<C’Q17“"Qn'>= <C,Qd(l)""’Qa(n)>;

I'équivariance de p détermine le sens de 'action sur ITint P,. II est facile de déduire:

ProposiTioN. (1) S agit librement sur C et le revétement T1: C — C se factorise par C/S.
(2) Le point-base de Il int P; est un point fixe pour S; autrement dit, C, est S-invariant.
(3) Dans le cas sans anse, C/S = C.

5.3. L’espace C/S est un revétement au-dessus de C. Notons §: Diffext — C /S la fibration
qui factorise § et Diff la fibre au-dessus de G (Id u,)- Notons G la fibre de C /S — C au-dessus du
point-base *.

ProposiTion. (1) G peut étre identifié au groupe (F,)", ou F  est le groupe libre d g lettres et
(F,)" agit naturellement d droite sur G. (2) 11y a un homomorphisme «: (F )" — Diff donnant un
homéomorphisme:(F )" x @—» Diff: (&,f) = a(&) o f.

Démonstration. (1) Soit G la fibre du revétement galoisien C — C au-dessus de . Soit
{(%,Q,,...,0,)eG.Alors, chaque élément de G est de la forme { *, Q},...,Q, >.llyaun
unique o € § tel que Q; et Q. ,, se projettent sur le méme facteur via la projection n: M M,
{4.1). Ainsi, pour ¢ fixe, I'ensemble des choix pour Q; coincide avec le groupe du revétement de
n, F,, et G a la structure de groupe, extension semi-directe de (F,)" par S -G s’identifie & S\G.

(2) On construit 'homomorphisme « comme suit. Pour chaque P,, on choisit un bouquet
I'; de g cercles dans la configuration-base, disjointe des facteurs et servant d’ame a I’ensemble
des g anses; autrement dit, n,(I";) représente le groupe de transformations du revétement
M, — M,.La i-iéme composante d’'un élément ¢ de (F )" prescrit un glissement de Whitehead du
facteur P, le long de I';. Le difféomorphisme ¢, de M qui en résulte commute avec les ¢;. On
pose a(£) = composition des ¢,. Or, pour feDiff et {e(F,)" on a la propriété g(a(¢) < f)
=4(f)- &7, ce quon peut déduire de la propriété de revétement de IT. O

54. NotonsC, =C,/ S. On a la fibration composee Diffext; — C, restriction de Diffext
- /s, qui a pour fibre Diff. Elle donne lieu a une fibration principale homotopique
QC, — Dift - Diffext,. Ici : QC, -~ Diff < Diff est un morphisme de H-espaces. La fibration
est triviale en homotopie, cggffext, a comme rétracte par déformation le sous-groupe 2,
de Diff qui se trouve dans Dift (et méme dans la fibre de §). Nous avons donc le théoréme
suivant qui généralise le théoréme 2 (1.4).

THEOREME. Il existe des morphismes de H-espaces:

a: (F Y — Diff, (M)

B: QC, — Diff; (M mod M)

y: inclusion ( Y1 Diff; (P; mod Di)j x QO3 < Diff; (M), ou D; est une boule de int P, tels

i=1

que Papplication définie par h(x, y, z) = a(x)e B(¥) - y(2) soit une égquivalence d’homotopie.
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Exemple. Soit P, un facteur ayant un élément non central n dans son groupe
fondamental, M = P, # P, # S' x §2, ou P, est le coeur. Le glissement de Whitehead de
P, # S* x 82 le long de 5, prolongé par I'identité sur M — P,, est un diffeomorphisme ¢ de M
non isotope a I'identité mod dM. Il est dans 'image de y. Si a: X — Diff est un morphisme de
H-espaces, dont 'image contient les glissements de Whitehead de P, et des pieds de 'anse, a ne
peut avoir pour image un supplémentaire homotopique de celle de y; en effet, on peut montrer
que @ est isotope a un élément dans 'image de a. Ceci montre que, dans le théoréme, on ne
peut pas grouper (F )" et QC, en un espace de lacets.
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