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 Sur les 2-spheres d'une variete
 de dimension 3

 Par F. LAUDENBACH

 Introduction

 Etant donnees deux sous-varietes S' et S" de dimension 2 dans une

 variete* V de dimension 3, on dira que S' est homotope a S" s'il existe une

 surface S et deux plongements q", q": S - V, d'images respectives S' et S",

 qui soient homotopes. On dira que S' et S" sont isotopes s'il existe un diffieo-

 morphisme H de V, isotope a l'identite, tel que H(S') = S".

 La question que nous voulons etudier est de savoir si la relation d'homo-

 topie entraine celle d'isotopie. La reponse est clairement negative dans sa

 generalite: il suffit de prendre dans R3 deux noeuds non isotopes k' et k" et

 de prendre pour S' et S" les bords de voisinages tubulaires de k' et de k". Des

 reponses positives ont deja ete donnees pour certains types de varietes de

 dimension 3 et des surfaces de genre non nul (Waldhausen [4]). Ici nous ne
 nous interesserons qu'au cas des spheres.

 II faut noter que, si, quelque soit V, toute 2-sphere, plongee dans V et

 homotope a zero, etait le bord d'une 3-boule, alors la conjecture de Poincare

 serait vraie. Ceci conduit a ne considerer dans la suite que les varietes de

 dimension 3 satisfaisant a la conjecture de Poino-are' dans le sens precise par

 la definition suivante:

 Difinition. Une variete V de dimension 3 satisfait a la conjecture de
 Poincare, si la seule variete de dimension 3, compacte, contractile, plongeable

 dans V, est la boule D3.

 Pour avoir des exemples de telles varietes, on utilise, par exemple, la

 propriete suivante: si V V' est un revetement et si V satisfait a la con-

 jecture de Poincare, alors V' a la meme propriete, qui resulte du lemme

 1.2(1?). En revanche, je ne sais pas prouver la reciproque. D'apres ce critere,

 la somme connexe de n exemplaires de S' x S2 satisfait a la conjecture de

 Poincare; d'ailleurs, on peut montrer que les varietes orientees ayant cette

 * Une variete V peut avoir un bord, mais tout plongement d'une variete compacte dans
 V est suppose avoir une image 'a 'int'rieur de V, et toute homotopie ou isotopie entre
 plongements est 'a support compact.
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 58 F. LAUDENBACH

 propriete forment un monoide pour l'operation de somme connexe.

 Nous pouvons maintenant enoncer nos principaux resultats.

 THtORtME I. Soit V une varie'te' de dimension 3 satisfaisant 2 la con-

 jecture de Poincare'; soient S et S' deux spheres plonge'es dans V. Si S est

 homotope 2 S', alors S et S' sont isotopes.

 Si S est homotope a S', alors il existe sufrement une homotopie de dis-

 jonction de S par rapport a S', c'est-a-dire une application

 F: S2 x [0, 11 - V

 telle que F S2 x {O} soit un plongement d'image S et que F(S2 x {1}) soit

 disjoint de S'. Alors le theoreme II va reduire le theoreme I au cas particulier

 ou S et S' sont deux spheres plongees disjointes; la demonstration du theoreme
 I dans ce cas particulier sera faite au paragraphe 1.

 THtORtME II. Soient V, S et S' comme dans le theoreme I. S'il existe

 une homotopie de disjonction de S par rapport d S', alors il existe une isotopie

 de disjonction.

 C'est dans ce theoreme que reside toute la difficulte; sa demonstration

 au paragraphe 4 repose sur une etude detaillee de l'information que fournit
 lYhypothese d'une homotopie de disjonction (?2) et sur une methode de
 coupures et recollements expliquee au paragraphe 3. Il sera d'autre part

 interessant de voir que dans les paragraphes 2 et 3 on ne fait aucune hypo-

 these restrictive sur V.

 Au depart, la motivation de ce travail etait de generaliser a toutes les

 varietes de dimension 3 le resultat obtenu par Cerf dans le cas de S3 [1]: soit

 un diffeomorphisme H: V-)V homotope a 1'identite; est-il isotope a l'identite?
 Dans [4], Waldhausen a repondu affirmativement dans le cas des varietes

 "irreductibles suffisamment grandes"; l'exemple le plus simple echappant a

 Waldhausen est la somme connexe de p exemplaires de S x S2, p # 1*, que

 nous noterons #, PS X S. Or grace au theoreme I, nous avons prouver le
 theoreme suivant (cf. ?5):

 THtORtME III. Soit H: #p SI X p SI x S2 un diffiomorphisme homo-
 tope 2 l'identite5. Alors H est isotope 2 l'identite6.

 J'ai regu pour ce travail beaucoup d'encouragements de Valentin
 Poenaru. Qu'il en soit ici remercie.

 * Le cas p=l a ete traite par Gluck [2].
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 59

 1. Un theoreme d'isotopie facile

 THtORtME 1.1. Soit V une varie'te' de dimension 3 satisfaisant a' la con-

 jecture de Poincare'. Soient S et S' deux sphe'res plonge'es dans V et disjointes.

 Si S est homotope 2 S', alors S et S' sont isotopes.

 LEMME 1.2. Soit V une varie'te' de dimension 3 quelconque.

 1?) Si S est une sphe're plonge'e dans V homotope a zero, alors S est le

 bord d'une varie'te' contractile.

 2?) Si S et S' sont deux spheres plonge'es disjointes non homotopes 2 zero

 et si S est homotope 2 S', alors S U S' est le bord d'un h-cobordisme.

 Demonstration du lemme 1.2. Soient V un revetement universel de V,

 S (resp. S') un relevement de S (resp. de S') dans V.
 1?) S, homotope a zero dans V, borde une sous-variete W compacte,

 simplement connexe, donc contractile. Si W ne contient aucun autre releve-

 ment de S, c'est que W est plonge dans V par la projection p: V V. Si ce
 n 'est pas le cas, on choisit dans W un relevement minimal de S et on se

 ramene au cas precedent.
 2?) On peut choisir S et S' homotopes dans V. Puisqu'elles ne sont pas

 homotopes a zero, individuellement elles ne bordent pas; alors, etant homo-

 logues, leur reunion est sufrement le bord d'une variete W. compacte, con-

 nexe, simplement connexe: W est un h-cobordisme. Quitte a changer les

 relevements S et S', on peut, comme dans le 1?), supposer que W ne contient

 aucun autre relevement de S et de S'; donc p I W est un plongement. cqfd.

 Demonstration du the'ore"me 1.1. D'apres le lemme 1.2, ou bien S = aW,
 S' = a W', oui W et W' sont deux varietes contractiles, ou bien S U S' = aW,
 oui W est un h-cobordisme. Mais, V satisfaisant a la conjecture de Poincare,

 dans le premier cas W et W' sont des boules et dans le second cas W est un

 produit S2 x [0, 1]. En tous les cas S et S' sont isotopes. cqfd.

 Remarque. Apres le lemme 1.2, les theoremes I et II sont triviaux si S

 est homotope a zero. Dans la suite, nous exclurons donc ce cas.

 2. Homotopie de disjonction

 (2.1) Dans tout ce paragraphe, V designe une variete de dimension 3 et S

 une 2-sphere plongee dans V, non homotope a zero. On fixe une orientation

 du fibre normal v(S, V). Enfin S2 designe une sphere de dimension 2 orientee.

 On s'interesse a l'espace z (resp. XC) des applications C- de S2 (resp. de S2 x

 [0, 1]) dans V, transversales sur S; ces espaces sont munis de la topologie C-.

 Si f e z, f'-(S) est une famille de courbes simples, disjointes et trans-
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 60 F. LAUDENBACH

 versalement orientees, determinant sur S2 une stratification. On considere
 le complexe r(f), nerf de cette stratification*; r(f) est un arbre. Nous allons
 indiquer comment ponderer et orienter r(f) pour obtenir un objet sur lequel
 on pourra lire des obstruction au probleme d'homotoper f jusqu'a f': S2

 V - S (cf. le theoreme 2.6.2 et ses corollaires).
 A mon sens, l'objet r(f) joue dans ce probleme le meme role que le groupe

 Z[w] dans le theoreme de disjonction de Whitney.

 (2.2) Orientation et ponde'ration du nerf.

 Fixons les notations suivantes: la meme lettre designera un sommet de
 r(f) et la composante de S2 - f'(S) qui lui correspond; d'autre part si C
 est une composante de f '(S), A(C) sera l'arete correspondante de r(f).

 Ceci dit, chaque courbe C etant munie d'une orientation transversale,
 l'arete A(C) est naturellement orientee.

 Sur chaque arete orientee nous mettons deux poids, l'un a&(A(C))
 a_(C) du cote de son origine, l'autre a+(A(C)) a+(C) du cote de son ex-
 tremite; a_(C) et a,(C) sont des elements de l'ensemble 7i2(V, S) des classes
 d'homotopie d'applications de paires (D2, aD2) ) (V, S). La courbe C borde

 sur S2 deux disques D+ (C) et D_(C), munis de l'orientation induite de S2; la
 normale positive a C sort de D_(C) et rentre dans D+(C). Alors, pour s G
 {?, -}, Ea(C) est la classe de fID,(C).

 II est utile de remarquer que l'ensemble 7i2(V, S) s'identifie naturelle-
 ment au quotient de z2(V, x) par le sous-groupe engendre par S (le point-base
 x est choisi sur S). Par consequent i2(V, S) est en fait un groupe abelien.

 D'autre part, on attribue un poids a chaque couple ordonne (A(C), A(C'))
 d'aretes. Dans S2 choisissons un chemin oriente 'y joignant C a C'; f 1z:
 (-i, ar) -) (V, S) represente un element wj(A(C), A(C'))--= w(C, C'), indsepen-
 dant de -y, dans l'ensemble i,(V, S) des classes d'homotopie d'applications de
 paires

 ([.1],1 {O 1}) 1) (V, S) fi
 On peut d'ailleurs remarquer que, S etant simplement connexe, z-,(V, S) est
 naturellement isomorphe ' a1( V); il y a donc sur k,( V, S) une structure
 naturelle de groupe. On a w(C, C') = w(C', C)-1.

 (2.3) Modification du graphe r(f) sous t'effet d'une homotopie de f.
 Si h e XK, on dira que h est une homotopie elementaire de f si ho = f et

 si h-'(S) est un cobordisme 6elsementaire, ce qui veut plus prsecissement dire la

 * L'ensemble des sommets de 17(f) est 7ro(S2-f-'(S)) et l'ensemble des aretes est
 7ro(f-'(S)); les relations d'incidence sont evidentes.
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 61

 chose suivante: p: S2 x [0, 1] - [0, 1] etant la projection naturelle, la fonc-
 tion p h-'(S) est une fonction de Morse ayant un unique point critique.

 Generiquement, une homotopie est decomposable en une succession d'homo-

 topies elementaires.

 Si h est une homotopie elementaire, on passe de r(h,) a r(h,) par l'une
 des quatre operations suivantes:

 I Effondrement (collapsing) d'une arete ayant une extremite libre.

 I bis Expansion: c'est l'operation opposee de I.

 II Coalescence (folding) de deux aretes: Soient A1 et A2 deux aretes de r(h.)

 ayant un sommet commun x; y1 et y2 designent leurs deux autres sommets;
 alors il existe des sous-arbres rF, rF et r2 tels que

 r(ho) = r0 VA1 yF r1) Vx (A2 VY2 r2).

 On passe de r(ho) a r(h,) en identifiant les deux aretes A1 et A2 en une seule
 arete A d'extremites x et y, resultat de l'identification de y1 et Y2:

 r(h1) = ro Vx A vy(rF Vyr2)-
 FlvF2

 l r2 A~^

 r(Jh0) A AP(h) A

 FIGURE 1

 II bis Scindement d'une are'te: c'est l'operation opposee de II.
 Les quatre operations que nous venons de decrire, nous les appellerons

 operations formelles sur un arbre; les operations I et II sont des reductions

 formelles.

 II est clair qu'etant donnees f e z et une operation formelle sur r(f), il
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 62 F. LAUDENBACH

 n'existe pas en general d'homotopie elementaire h e XK telle que ho = f et

 qui realise cette operation formelle. Le but de ce qui suit est de decrire

 quelles sont les operations formelles admissibles, c'est-a-dire realisables par

 une homotopie elementaire, et de dire ce que deviennent les poids dans le cas

 d'une reduction admissible.

 (2.4) Obstruction 2 1'effondrement d'une arete.

 PROPOSITION 2.4.1.

 1?) L'effondrement de l'arete A(C) est admissible si et seulement si

 a,(C) = 0, oU? s est le signe de l'extremite libre.
 2?) Si cette condition est satisfaite et si h est une homotopie e'le'mentaire

 realisant l'effondrement de A(C), alors r(h0) = r(h,) V A(C) et les are'tes de
 r(h,) sont oriente'es et ponde're'es comme dans r(h0).

 Demonstration. Dire que A(C) a une extremite libre, c'est dire que C

 borde sur S2 un disque D minimal, c'est-a-dire tel que int D soit une cellule

 de codimension 0 dans la stratification. Dire que a,(C) = 0, c'est dire que

 f I D represente 0 dans it2(V, S).
 La necessite de la condition et le 2?) sont evidents; demontrons la suf-

 fisance.

 Nous avons besoin de la 3-boule anguleuse a arete saillante notee B; aB

 et 3-B designent les hemispheres superieures et inferieures de son bord et

 a nB n B est l'arete anguleuse. Nous identifierons le disque D 'a aB. II
 faut demontrer l'existence d'une application C- F: B - V, transversale sur

 S, telle que Fl a-B = f I D et F'(S) = DB. Or l'hypothese affirme seule-

 ment l'existence de F: B-* V telle que Fl a&B = f I D et F(a+B) c S; on peut
 bien entendu supposer F C- et transversale sur S; alors F-'(S) = &+B U X,
 oui X est une surface fermee dans l'interieur de B (cf. fig. 2).

 Nous allons modifier F dans l'interieur de B pour tuer la composante X

 de F '(S). Supposons X connexe; si X n'est pas connexe, on appliquera le
 processus successivement a chacune de ses composantes. X borde une variete

 W dans int B. Puisque dans tout ce paragraphe nous avons fait l'hypothese

 que S n'est pas homotope a zero, le lemme 2.4.2 ci-dessous implique que F I X

 est homotope a zero. Ainsi F I X se prolonge en une application g: W S.
 Definissons alors G: B -V par G IB- int W = F et G I W = g. Soit ' un
 diffeomorphisme de V, a support dans un petit voisinage tubulaire U de S,

 tel que *(S) n S = 0 et que *(S) se trouve du cote des normales positives
 (resp. negatives) si, pour l'orientation induite par la transversalite de F sur

 S, les normales positives a X sortent de (resp. rentrent dans) W. L'applica-

 tion cherchee est alors une C?-approximation de l'application donnee par
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 63

 va+B~~~~~+

 \aB

 FIGURE 2

 G B G-'( U) et AG G-1( U). Dans le cas general, ce processus tue en meme
 temps toutes les composantes de F-'(S) interieures a W.

 LEMME 2.4.2. Soit W une sous-variete' de dimension 3 dans int D3, com-
 pacte, 2 bord connexe. Soit F: W-+ V une application continue telle que
 F(Q W) c S. Alors

 1?) it existe un prolongement F: D3 V tel que F(D3 - int W) c S.
 2?) si S n'est pas homotope 2 zero, alors FI&W: a W-a S est homotope

 zero.

 Preuve du lemme. On passe de W a D3 en attachant des anses d'indices
 1 et 2. I1 n'y a donc aucune obstruction a prolonger F I a W en une applica-
 tion D2 - int W-? S, ce qui prouve le 1?). On en deduit que le degre de
 F ID3 est le meme que le degre de FIaW. Si ce degre n'est pas nul c'est
 que S represente un element de torsion dans w2(V). Or d'apres Specker [3],
 wr2(V) est un groupe libre. Par consequent, si S n'est pas homotope a zero,
 on doit avoir deg FI a W = 0, ce qui prouve le 2?).

 (2.5) Obstruction 2 la coalescence de deux are'tes.

 PROPOSITION. Soient A(C1) et A(C2) deux aretes ayant un sommet
 commun s.

 1?) Pour que la coalescence de A(C1) et de A(C2) soit admissible, il faut
 et il suffit que l'etlement oj(C1, C2) e ?,1(V, S) soit nul.
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 64 F. LAUDENBACH

 2?) Si cette condition est satisfaite et si h est une homotopie eWmentaire

 re'alisant cette coalescence, on a:

 (i) la projection naturelle p: F(h0) -F(h,) respecte l'orientation des
 aretes,

 (ii) si A' et A" sont deux aretes de F(h0)

 oj(p(A'), p(A")) = OJ(A', A") dans ir1(V, S),

 (iii) si A' est une are'te de r(h0) distincte de A(C1) et de A(C2), on a, dans

 r2(V, S), a,(p(A')) = a,(A') pour e {+, -}.
 (iv) si s est le signe de t'extre'mite s sur l'are'te orientee A(C1) ou A(C2),

 on a

 a-,(p(A(C1))) a-cx(p(A(C2))) = acxE(A(C1)) + ax,(A(C2))
 ace(p(A(Cl))) = ace(A(Cl)) - ace(A(C2)) .

 De'monstration. Dans le 1?), la necessite de la condition est evidente.

 Dans le 20), le (i) decoule de la transversalite de h sur S et les autres points

 constituent un exercice elementaire d'homotopie.

 Dans le 1?), demontrons la suffisance de la condition. Soit y un chemin

 plonge joignant C, et C2 dans la strate s. Soient A un 2-disque avec deux

 coins, a+A et a-A les hemispheres Nord et Sud de son bord; on identifiera 'y
 'a aA. Par hypothese, il existe une application C- F: A V, telle que

 F I a-= fl et F(a+A)czS.

 Pour pouvoir rendre F transversale sur S, il faut remarquer que les

 orientations transversales des courbes C1 et C2 sont coherentes, c'est-a-dire

 / t ~~~~~~~~~~~~~~~f(y)=Ra -A)
 / f(Cl' Lyar a ~~~~~~fCO

 F(a+A)

 FIGURE 3
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 65

 que la normale positive a C1 rentre ou sort de la strate s en meme temps que

 la normale positive a C2. Or, si ce n'etait pas le cas, la courbe F(aA) serait

 homotope a une courbe ne rencontrant S qu'en un seul point et ne serait

 donc pas homotope a zero (cf. fig. 3).

 On peut maintenant supposer F transversale sur S; F-'(S) est constitue

 par &,A et des courbes fermees interieures a A. D'apres le theoreme de van
 Kampen l'inclusion V - S - V induit une injection w1(V- S) - w1(V).
 On peut donc choisir F tel que int A n F-'(S) = 0. C'est tout ce qu'il faut

 pour construire l'homotopie cherchee. cqfd.

 Remarques. 1?) Dans les propositions 2.4.1 et 2.5, i1 faut noter l'impor-

 tance du 2?), puisqu'il dit que le graphe 1(h1), avec son orientation et ses poids,
 ne depend pas de l'homotopie h qui realise l'operation formelle consideree.

 2?) En ce qui concerne les operations I bis et II bis, il est immediat de

 voir qu'il n'y a aucune obstruction a les realiser par une homotopie elemen-

 taire. En revanche on ne peut calculer les poids du nouveau graphe sans se
 donner 1'homotopie.

 (2.6) Forme reiduite

 (2.6.1) Definitions. -17(f) sera dit reduit s'il n'existe aucune reduction
 admissible de 1(f).

 -17(f) sera dit II-reduit s'il n'existe aucune coalescence admissible.

 - 1(f) et F(f') sont isomorphes, s'il existe un isomorphisme des com-
 plexes simpliciaux sous-jacents respectant les orientations et les poids.

 THtORtME 2.6.2. Soient f, fl, f2: S2 - V trois ele'ments de z.

 1?) On suppose que, pour i = 1, 2, 17(fi) est II-riduit et que l'on passe
 de 1(f0) 2 r(fi) par une suite de coalescences admissibles. Alors 1(f1) et (f,2)
 sont isomorphes.

 2?) On suppose que, pour i = 1, 2, F(fi) est re'duit et que l'on passe de

 F(f0) 2 F(fi) par une suite de reductions admissibles. Alors F(f1) et 17(f2) sont
 isomorphes.

 Ce theoreme entraine les corollaires suivants:

 COROLLAIRE 2.6.3. Soient fl, g1, f2, g2 e r des applications homotopes.
 On suppose que, pour i = 1, 2, l'on passe de 1(fi) 2 1(gi) pour une suite de re'-
 ductions admissibles et que F(gi) est re'duit. Alors 17(gl) et 1(g2) sont isomorphes.

 Preuve. II suffit de demontrer ce corollaire dans le cas ou' fi et f2 sont

 homotopes par une homotopie elementaire. Disons alors que l'on passe de

 1(f1) 'a 1(f2) par une reduction admissible. On passe de 17(f1) a 17(g2) par une
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 66 F. LAUDENBACH

 suite de reductions admissibles. D'apres le theoreme, F(g1) et rF(g2) sont iso-

 morphes.

 Les corollaires suivants sont maintenant immediats.

 COROLLAIRE 2.6.4. Si h: S2 x [0, 1] - V, element de XC, est une homo-
 topie de disjonction (c'est-2-dire h(S2 x {1}) c V - S), alors F(h0) peut e'tre

 reduit 2 un point par une suite de re'ductions admissibles.

 Reenongons ce corollaire sous la forme d'une theorie d'obstruction:

 COROLLAIRE 2.6.5. Soit f e r. Pour que f soit homotope a' f': S2

 V - S, il faut et il suffit qu'il existe une suite de reductions admissibles de

 F(f), le re'duisant 2 un point.

 Demonstration du theoreme 2.6.2. lere Partie. Pour j = 0, 1, 2, notons

 Ej 1'ensemble des aretes de F(fj). On a des projections naturelles pi: Eo
 Ei (i = 1, 2), ou encore des relations d'equivalence Ri sur Eo.

 LEMME 2.6.6. F(fi) est entierement determine par F(fo) et par la relation
 d'equivalence Ri.

 Preuve du lemme. Puisque les aretes de F(fo) sont orientees et compte-
 tenu de la proposition 2.5 2?) (i), l'arbre sous-jacent a F(fi) est determine par
 Ri, ainsi que l'orientation de ses aretes. D'apres 2.5 2?) (ii), pour deux aretes
 A' et A" de F(f0) on a

 o(pi(A'), pi(A")) = o(A', A").

 II reste a calculer les poids cx(A) d'une arete orientee A de F(f). On note
 C1, le, Cl les composantes de fo--(S) auxquelles correspondent des aretes de

 r(f0) appartenant a pi '(A). Ces courbes definissent sur S2 une stratification
 dont les cellules de codimension 0 sont notees U1, , U,?1. On a alors la
 propriete suivante:

 (P) Les normales positives a toutes les composantes du bord d'une meme

 cellule pointent simultanement vers l'interieur ou vers l'exterieur de la

 cellule.

 La propriete (P) est triviale dans le cas oui n = 1. De plus il est immediat
 de verifier qu'elle est invariante par les operations du type II bis (scindement

 d'arete). Par consequent, quelque soit n, on peut prouver la propriete (P) en

 remontant la suite de scindements qui fait passer de F(fi) 'a r(f0).
 On dira que Uj est une cellule positive si les normales positives au bord

 de Uj pointent vers l'interieur. Soient Ui, * * *, Uq les cellules positives; pour
 i e {1, * * *, q}, Cj,2, * , *, Cj n1 designent les composantes de a U,. On a evidem-
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 67

 ment 1:._l nj = n. La formule 2.5 20) (iv) se generalise ainsi:

 a+(A) = 1 [a+(Cj,) a-(Cik)]

 etant entendu que si nj = 1, a -c(CJk) = 0. On peut ecrire une formule
 analogue pour a-(A).

 Demonstration du theore'me 2.6.2 (suite). II reste a prouver que F(f1) et

 r(f2) etant II-reduits, les relations R1 et R2 sont les memes. Soient A1 et A2

 deux aretes de r(f0) equivalentes module R1; d'apres la proposition 2.5, on a

 0 = O(p1(Al), p1(A2)) = w(A1, A2) = O(p2(A1), P2(A2)).

 Soit r l'arbre minimal contenant A1 et A2; c'est un arbre sans branche-

 ment, ou arbre lineaire. Si R1 et R2 coincident sur r, alors A1 et A2 sont

 aussi equivalentes modulo R2. II suffit donc de prouver que R1 et R2 coincident

 sur tous les sous-arbres lineaires de r(f0). Cette propriete se prouve par

 recurrence sur le nombre d' aretes du sous-arbre lineaire r. Si r n'a qu'une

 arete il n'y a rien a dire. Si r a deux aretes et si elles sont equivalentes

 modulo R1, elles le sont aussi modulo R2, sinon leurs projections dans r(f2)

 seraient deux aretes consecutives a coalescence admissible d'apres la proposi-

 tion 2.5 et r(f2) ne serait pas II-reduit.

 Supposons la propriete demontree pour tous les arbres lineaires de lon-

 gueur n - 1. Considerons un arbre lineaire de longueur n r = A1 v 17 v A2,

 oiu A1 et A2 sont les aretes extremes et rF un arbre lineaire de longueur n - 2.

 Trois cas se presentent:

 (1) Il existe i et j dans {1, 2} tels que Ai soit equivalente modulo Rj a
 une arete de r. Dans ce cas l'hypothese de recurrence fait que R1 et R2

 coincident sur r.

 (2) On n'est pas dans le premier cas et A1 n'est equivalente a A2 ni modulo

 R1 ni modulo R2. Ce cas est trivial.

 (3) On n'est pas dans le premier cas et A1 est equivalente a A2 modulo R1.

 Grace au raisonnement fait pour n = 2, pour montrer que p2(A1) =

 p2(A2) il suffit de prouver que p2(A1) et P2(A2) ont au moins un sommet
 commun; c'est ce que nous allons faire en n'utilisant que des propriet6es des

 graphes orientes, independamment de la consideration des poids. Soient r1,

 et r, les images de r' dans r(f,) et dans r(f2) respectivement. Puisque R1 et
 R2 coincident sur r', les graphes orientes r1 et r, sont isomorphes. Si donc

 les extremites de r' sont identifiees dans r1, elles le sont aussi dans r1. Or

 pour que les extremites de r' ne soient pas identifiees dans r1, il faut avoir

 dans r(f1) la configuration de la figure 4. Sachant que r1(f1) est un arbre, ce
 phenomene ne peut arriver que si A1 est congrue modulo R1 a une arete de r;
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 pl(Al) Pi(A2)

 FIGURE 4

 cette situation est precisement exclue par le cas (3).

 Ceci acheve la demonstration de la premiere partie du theoreme.

 2eme Partie. Commenqons par la remarque suivante: si, sur F(f), on fait
 successivement un effondrement admissible et une coalescence admissible,

 on peut faire les operations dans l'ordre inverse sans changer le resultat,

 d'apres les propositions 2.4.1 et 2.5. Par consequent, on peut supposer que

 1'on passe, pour i = 1, 2, de 1(f0) a r(fi) en faisant d'abord les reductions
 par coalescence, ce qui conduit a F(fl'), puis les reductions par effondrement.
 Mais il faut faire attention que F(f') n'est peut-etre pas JI-reduit et donc

 qu'eventuellement F(fl) n'est pas isomorphe a F(f2').
 Si F(f/) n'est pas II-reduit, il est de la forme indiquee sur la figure 5

 y z

 AA /wA'

 FIGURE 5

 ou la coalescence de A et de A' est admissible. Puisque l'on passe, par des

 effondrements admissibles de r(f(') a F(f1) qui est reduit, c'est que F V A
 (ou F' V A') peut etre reduit a x par des effondrements admissibles. Je dis

 qu'on obtient le meme resultat en identifiant d'abord A et A' puis en effon-

 drant r sur y = z. C'est evident en ce qui concerne le complexe sous-jacent

 et les orientations. Regardons les poids: puisque 1'on peut realiser 1'effondre-

 ment de F V A, d'apres la proposition 2.4.1, oa(A) = 0 dans -2(V, S), ou' I
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 69

 est le signe de y sur l'arete orientee A; le poids de l'arete resultant de
 l'identification est donc celui de A'. Tous les autres poids sont trivialement
 inchanges.

 Pour passer de F(Jf') a F(ff), on peut d'abord, par des coalescences admis-
 sibles, construire la forme II-reduite F(ffI) et ensuite, par des effondrements
 admissibles, on retrouve F(fi). Mais F(f'") et F(f') sont des formes II-redui-
 tes de F(f0); alors d'apres la premiere partie, elles sont isomorphes.

 Pour conclure, il suffit de remarquer que si F(f) est II-reduit, il n'y a

 qu'une seule fagon de le reduire par des effondrements admissibles, a l'ordre
 pres d'operations commutant trivialement. cqfd.

 3. Coupures et recollements

 Dans ce paragraphe, il s'agit de mettre en place une technique qui per-

 mettra de contourner toutes les difficultes dues aux noeuds dans le probleme
 de disjoindre deux spheres plongees dans une variete de dimension 3.

 (3.1) Modeles.

 Dans le disque D2, considerons une famille de courbes simples, deux a

 deux disjointes, cl, * * Cni, *** Cn+m telles que en~j ne soit pas interieure
 a ci, pour j 1, *,m et 1, = *, n.

 Dans D2 x [1/2, 1], les courbes cl x {1}, *., cn x {1} bordent des dis-
 ques A1+, , A~, plonges, mutuellement disjoints, disjoints des cylindres
 c1+i x [1/2, 1] pour j = 1, * , m, et transversaux a D2 x {1} le long de leur
 bord. Ces disques sont uniques a isotopie pres.

 Dans D2 x [-1, +11, on considere les disques At (i = 1, *., n), leurs

 symetriques z- par rapport a D2 x {O}, ainsi que les cylindres cn+j x
 [-1, +11 (j = 1, *1, m). Le tout constitue ce que nous appellerons un
 mode le 2 n recollements et a" m coupures, ou plus brievement de type (n, m)

 (cf. fig. 6).
 Nous allons decrire des operations permettant de passer d'un modele de

 type (n, m) a un modele de type (n - 1, m + 1) et ainsi de suite jusqu'a un
 modele de type (0, n + m), dans lequel toutes les surfaces sont des cylindres.

 (3.2). Recollement dans le modele.

 Sur chaque disque At (resp. A-), choisissons un point b+ (resp. b,). Pour
 i, j e {1, ... , n}, on joint b+ et b+ si le disque At est directement au-dessus
 de At; et dans ce cas on joint symetriquement b- et b;. Pour i e {1, * n ,
 on joint b, et b, si ces deux points peuvent etre joints sans traverser aucune
 des surfaces. On choisit les chemins de jonction non noues, non enlaces et
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 _ - ,C2

 ~~~~C C1

 type (4, 1)

 FIGURE 6

 normaux aux disques auxquels appartiennent leurs extremites. On obtient

 ainsi une variete de dimension 1 a points de branchement notee F et appelee

 le graphe du recollement (cf. fig. 7).

 b4 ~~~~b2 b3

 4b+b2 b3
 b~~~~~~~j~~b

 FIGURE 7

 Nous noterons b~b, 1'unique sous-variete de F, sans point de branchement,

 bordee par b+ et bT. Un tel arc sera dit minimal s'il ne contient aucune paire

 (b+, bJ ) en son interieur.

 Si btb, est minimal, on peut faire la somme connexe plongee des disques

 At et A-; le resultat de cette operation est de transformer At U A- en un

 cylindre. Le modele devient alors un modele de type (n - 1, m + 1) dont

 le graphe du recollement est obtenu a partir du precedent en e'clatant b-bT
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 71

 en autant d'exemplaires qu'il y a de branches, autres que b-b,, aboutissant

 a b+ (s'il n'y en a pas, on remplace btb- par l'ensemble vide) (cf. fig. 8).

 b-41- b+ b+

 (graphe du recollement

 apres la somme connexe

 de + et de A-l)

 b4z b-2 b-3

 FIGURE 8

 L'operation inverse de la precedente est une coupure.

 (3.3) Plongement du modele.

 Soit S une surface dans une variete V de dimension 3. Soit q': D2 x

 [-1, + 11 ] V un plongement transversal sur S. Si q-'(S) est un modele de
 type (n, m) avec n > 1, on dira que p est une carte de recollement. En trans-
 portant par 9 la transformation du modele decrite en 3.2, on effectue sur S

 une operation de recollement de resultat S'; q': D2 x [-1, +11 -f V est une

 carte de recollement pour S' et q-'(S') est un modele du type (n - 1, m + 1).

 La surface ? obtenue par iteration de ce procede est le re'sultat du recolle-

 ment de S par 9; '-1(1) ne contient que des cylindres.

 (3.4). Un the'ore'me d'isotopie.

 (3.4.1). Difinitions. - Dans V, un chemin -y joignant deux surfaces S1 et S2
 est un bon chemin de jonction si la somme connexe plongee le long de 'y donne

 une variete plongee; cette variete sera notee S, #r S2.
 - Lorsqu'on dira que deux chemins sont homotopes, cela voudra toujours

 dire qu'ils sont homotopes a extremites fixes.

 THtORtME 3.4.2. Soit S = ?1 U ... U 1, une reunion de sphUres plongees,
 mutuellement disjointes, dans une varie'te' V de dimension 3. Soient qp et 92
 deux cartes de recollement de S. On suppose que

 10) les deux mode'les de recollement sont isomorphes, de type (n, m), et

 les re'sultats des recollements sont des spheres plonge'es S, et S2.

 20) (p et 'p2 coincident au voisinage des points b+ ..*, b+ et b7, * b*,
 du modele.
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 72 F. LAUDENBACH

 30) Pour i = 1, * n*, n, I btb- et 921 btbT sont homotopes.
 Alors S1 et S2 sont isotopes.

 LEMME 3.4.3. Soient y et y' deux bons chemins de jonction entre ?1 et 12

 dans V - (3 U ... U Ek). On suppose que y et -' coincident au voisinage

 de leurs extremites et qu'ils sont homotopes dans V. Alors 1 #, et 1 ,
 sont isotopes dans V - (3 U ... U Ek)

 Demonstration du lemme. II suffit de prouver que y et -' sont isotopes

 par une isotopie a support dans V - (1 U , U ... U Ik). II existe une famille
 a un parametre de chemins immerges {yt I t e [O 1]} telle que '0 = y, - = 7'
 et que, pour tout t e [0, 1], -t ait memes extremites x0 et y0 que y. Generique-
 ment, sauf pour un nombre fini de valeurs du parametre t1, - -, tp, -t est

 plonge et pour les valeurs exceptionnelles -t; n'a qu'un point double xts
 D'autre part, d'apres le theoreme de van Kampen, on peut supposer que, pour

 tout te [0, 1],

 intyft n (1 u z2 u* U Ik)= 0

 Considerons un petit disque A,,, centre au point xt, et transversal a l'arc
 (x0, xt;) de jt;. Ecrivons aAt = aX U a+ avec aa=-t = {at} U {&btJ (cf. fig. 9).

 __~~~~~~~~~~J

 Position intermediaire au cours

 d'une isotopie de Tti- 'a rti+

 FIGURE 9

 On peut supposer qu'il existe s > 0 tel que, pour t = -e

 ,t = (xo, at) U a(X U (btiq yo) Y

 que, pour t = tj + e,

 ,t = (x0, at,) U at+ U (bt, y0)
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 73

 et que, lorsque t varie de t -s a t, + &, 1'homotopie reguliere a pour "sup-

 port" le disque At. Or DAt borde un autre disque A', plonge dans le com-
 plementaire de toutes les spheres et dont 1'interieur ne rencontre aucun des

 chemins m, t e [ti - s, t, + s]. On peut, par exemple, choisir A'. de sorte que

 5tS U A,, soit une sphere topologique, isotope 'a Y Le disque A', peut alors
 servir de "support" a une isotopie de 7ty-, a t cqfd.

 Ce lemme m'a ete donne par Alain Chenciner.

 Demonstration du the'oreme 3.4.2. Nous allons faire une demonstration

 par recurrence sur le nombre n de recollements du modele. Le depart de la

 recurrence est assure par le lemme 3.4.3. Supposons que l'arc b by soit mini-

 mal sur le graphe du recollement et qu'il permette de recoller f et Y, c'est-

 a-dire que pour i = 1, 2, q(p(A+) C 1 et 9T(dA7) c 2, oU Al+ et Ay sont les dis-
 ques du modele decrit en (3.1). D'apres le lemme 3.4.3, il existe un diffeo-

 morphisme H: V-o V, isotope a l'identite par une isotopie triviale sur S, et

 tel que

 H(F, Thpb~b7I) 12) E #@2 (1tb7) 2

 Notons S' = (F' E2(btb7) Y2) U U* U U Y, On voit que Hp1 et qp2 sont deux
 cartes de recollement de S', a n - 1 recollements et satisfaisant a toutes les

 conditions du theoreme 3.4.2. Par hypothese de recurrence, les resultats

 des recollements S' et S' = S2 sont donc isotopes. D'autre part, on a evidem-

 ment S' = H(S1). Donc S1 et S2 sont bien isotopes. Le theoreme 3.4.3 est

 donc demontre.

 4. Demonstration du theorehne de disjonction (theoreme II)

 (4.1) Dans tout ce paragraphe, sauf mention contraire, V est une variete de

 dimension 3 satisfaisant a la conjecture de Poincare. Soit f: S2V un plonge-

 ment transversal sur la sphere S donnee dans V et supposee non homotope a

 zero (cf. ? 1 Remarque). Par hypothese f est homotope a une application

 S2 . V - S. Si nous prouvons que, sous ces hypotheses, il existe une isotopie
 de f a f', ouN f '(S) a moins de composantes que f-'(S), alors, par recurrence

 sur card w0(f '(S)), nous aurons la demonstration du theoreme de disjonction.

 D'apres le corollaire 2.6.5, on est assure de l'un ou l'autre des faits sui-

 vants (les notations sont celles du paragraphe 2):

 (Hi) II existe deux courbes C et C' de f-'(S) telles que la coalescence des

 aretes A(C) et A(C') du graphe F(f) soit admissible.

 (H2) II existe une courbe C de f-'(S) telle que l'effondrement de l'arete A(C)
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 74 F. LAUDENBACH

 du graphe F(f) soit admissible.

 Dans l'un et l'autre cas l'homotopie elementaire qui realise l'operation

 formelle ne peut en general pas etre remplacee par une isotopie elementaire,

 mais le theoreme 4.2 est suffisant pour prouver le theoreme de disjonction,

 selon ce qu'on vient de dire en (4.1).

 THORftME 4.2. Soit f: S2 V un plongement transversal sur S. On

 suppose (Hi) oU (H2); si on suppose (Hi), il n'est pas ne'cessaire que V satis-

 fasse d la conjecture de Poincare'. Alors f est isotope d un plongement f':

 S2 V transversal sur S et tel que

 card w0(f'-'(S)) < card wr(f-'(S)) .

 (4.3) Demonstration du theore'me 4.2 sous l'hypothese (Hi).

 Notons S' l'image du plongement f. Par hypothese, il existe deux courbes

 C et C' de l'intersection S' n s, un chemin y' joignant C a C' dans S', un

 chemin ' joignant dans S les extremites de y', et un 2-disque singulier A dans

 V tels que

 - intyflS= 0,

 - intAnS= 0,

 - A est transversal sur S le long de y.

 On peut evidemment imposer en plus que -y et -' soient plonges; de plus,

 puisqu'on ne cherche pas a ce que A soit immerge, on peut aussi imposer que

 A soit transversal sur S' le long de y' et, a partir de la, que int A soit trans-

 versal sur S'. Alors A n S' est constitue de courbes fermees et de courbes non

 fermees dont les extremites se trouvent sur y. Soit 7' une telle composante
 et soit -y1 le sous-arc de y qui a les memes extremites (a1, b1) que y' (cf. fig. 10).

 7 1* 7

 al /bF 10

 FIGURE 10
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 75

 Deux cas se presentent:

 ler cas: a1 et b1 appartiennent a la meme composante de S n s' (ef. fig. 11)

 / ~~~~~~~al

 / , ~~~~~~~~~~~~~bi

 C~~~~~~~~~~~~C

 FIGURE 11

 Dans ce cas, on peut faire une isotopie de 7 sur S pour eliminer la paire
 (a1, b1) dans 1'intersection de int 7 avec S n s'. si l'on prolonge cette isotopie
 a V, on remplace alors la composante non ferrnee 7' de A n s' par une com-
 posante fermee.

 21me cas: a1 et b, appartiennent a des courbes distinctes C1 et C' de s n s5.
 Dans ce cas, j'affirme que la coalescence des aretes A(C1) et A(CD est admis-
 sible. Il faut s'apercevoir d'abord que A(C1) et A(CD) ont un sommet commun:
 cela vient de ce que int 7 f n s= 0, puisque int fn s = 0. Enfin, y7 repre-
 sente evidemment 0 dans iT-(V, S); on applique alors la proposition 2.5.
 Grace a ce raisonnement, on se ramene a la situation suivante: il existe deux
 courbes C et C' dans S n s', jointes dans S (resp. dans S') par un chemin
 plonge ' (resp. -I') tels que

 - int n S' 0 et int'fnls= 0
 - 7 U 7' borde un disque singulier A transversal sur S U S' et tel que

 int A ns= 0.
 Dans le cas particulier oui C et C' sont en bonne position, c'est-a-dire

 qu'en plus des conditions precedentes A peut-etre choisi plonge avec int fn
 (S U S') -- 0, il existe un modele permettant de realiser la somme connexe
 de C et de C' par une isotopie de S' (voir par exemple Wells [5]). Le theoreme
 4.2, sous l'hypothese (Hi), decoule donc du lemme suivant:

 LEMME 4.3.1. II existe une sphere plonge'e S', isotope d S', telle que
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 76 F. LAUDENBACH

 Snsl S = s' n S et que, pour la paire (S, SD), les courbes C et C' soient en
 bonne position.

 Preuve. Coupons la sphere S' par le disque que C borde dans S et qui ne

 contient pas C'. De facon precise, il existe une reunion de spheres disjointes

 Z plongee dans V et une carte de recollement de Y, q: D2 x [-1, + 1] V,
 verifiant:

 1') le resultat du recollement de I par q est S',

 2?) q)-'(S) = D2 x {O} et q-'(C') = 0,

 30) soient (x, y, t) les coordonnees cartesiennes de D2 x [-1, + 1]; alors

 -'(C) = {(x, y, t) e D2 x [-1,+1]j It =O , X2 + y2 =1/2} et {(x, y, t) e D2 x
 [-1, + 11 11/2 < X2 + y2 < 1} ne rencontre pas Y-1(S'),

 40) q'(;) ne contient que des disques, ou encore int (Im q7) nzn S = 0.
 50) (A)={(x, y, t) e D2 x [-1, +1] |y = 0, 1/2 < x < 1, 0 < t < 1}.
 D'autre part, il existe sur A un voisinage collier U de son bord, qui est

 plonge dans V tel que un s5 =-' et un S = y. On peut supposer que

 9'1( U) = q-'Q^). Dans Uon choisit un disque A, dont les proprietes sont mises
 en evidence sur les figures 12 et 13.

 _U

 A nc - X R\\ \i n c,

 Figure dans A

 FIGURE 12.

 II existe alors, pour la sphere ?, une nouvelle carte de recollement

 9(: D2 x [-1, + 11 V de meme modele que 9, telle que

 (i) 9 (A1) = -(A)
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 q 7(A) n Dx {1/2}

 Figure dans q71(A); la partie hachur6e represente s?(A1)

 FIGURE 13.

 (ii) 97'(S) = D2 x {0},

 (iii) et p, coincident sur D2 x ([-1, 01 U [1/2, 1]).
 La sphere cherchee S' est le resultat du recollement de ? par g'1. Les con-

 ditions du theoreme 3.4.2 etant satisfaites, S' est isotope a S'.

 Enfin, d'apres (ii) et (iii) S f n s = s' n s et d'apres (i) int A, n s, = 0.
 Pour la paire (S, S'), les courbes d'intersection C et C' sont en bonne position

 puisque le disque A, verifie toutes les conditions requises. cqfd.

 (4.4) Demonstration du theoreme 4.2 sous l'hypothe~se (H2).

 (4.4.1) Comme en 4.3, S' designe l'image du plongement f. D' apres la pro-

 position 2.4.1, l'hypothese (H2) peut etre ecrite sous la forme suivante: il

 existe sur S' un disque D', dont le bord est C, qui ne rencontre pas S en son

 interieur, et qui represente 0 dans r2(V, S).

 Soient D1 et D2 les deux disques bordes par C dans S. On condere les

 deux spheres a arete anguleuse Y. = D' U D1 et Y.2 = D' U D2. Dans w2(V),

 on a les relations suivantes, dans lesquelles les signes ne sont pas fixes

 faute d'avoir choisi les orientations:

 [?21 = [J11 ? [S]
 [?1,] =n, [S], n, e Z

 [?2]= n2 [S], n2 e Z

 D'autre part les spheres Y, et ?2 sont plongees car int D' n s = 0, et iso-
 topes a des spheres lisses disjointes de S (arrondir et pousser suivant les

 normales a S du cote de D'). II resulte alors du lemme 4.4.2 ci-dessous que

 In1 , n2 {0, 11. Les relations precedentes impliquent donc que l'un des
 deux entiers, disons n1, soit nul, c'est-a-dire que Y, soit homotope a zero. Or
 V satisfait a la conjecture de Poincare, donc Y, borde dans V une boule B a
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 bord anguleux.

 Si l'arete est rentrante, D' etant minimal, S est entierement contenu
 dans B, donc homotope a zero (cas trivial que nous avons ecarte).

 Si l'arete est saillante, on a un modele d'elimination de la courbe C par
 une isotopie de S'. On elimine d'ailleurs aussi toutes les courbes de S' n s
 interieures a D1, (cf. fig. 14). cqfd.

 LEMME 4.4.2. Soient S et I deux sphres plongees disjointes dans une
 varie'te V de dimension 3. On suppose que ni S ni Y n'est homotope a zero.
 Soit une homotopie h: S2 x [0, 1] -+V telle que hIS2 x {O}: S2I -? soit de
 degre 1 et hJ S2 x {1}: S2 S soit de degre n (n est necessairement non nul).
 Alors Il= 1.

 DI

 FIGURE 14

 Demonstration. En relevant la situation dans un revetement universel,
 on peut supposer que V est 1-connexe et ouverte et que ni S ni Y ne bordent

 une variete compacte. Pour prouver le lemme, il suffit maintenant de prou-

 ver que S est homologue 'a et que [SI est d'ordre infini dans H2(V)*. II

 existe un plongement propre q': R - V coupant S en un seul point; donc [SI
 est d'ordre infini. Si I n'est pas homologue a S, on peut choisir 9 ne rencon-

 * D'apres Specker, on sait que H2(V) est libre; mais, comme me l'a indique Poenaru,
 cet argument particulier a la dimension 3 n'a pas a etre invoque.
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 79

 trant pas ?, ce qui interdit la relation [?] = n[S], n = 0. cqfd.

 5. Demonstration du theoreme III

 Ici V= # SI x S2 et H est un diffe'omorphisme de V homotope a

 l'identite. Notons Y., ?2, *.. *, ? les p spheres transverses aux anses d'indice
 1. La demonstration se decompose en quatre lemmes.

 LEMME 5.1. H est isotope 2 H' tel que, pour tout i = 1, 2, *.*, p,

 H'(?2) = 4,

 Demonstration. Pour une demonstration par recurrence, supposons que

 H(Yi) = ?i pour i = 1, 2, *.. , - 1. II faut demontrer que H(Xi0) est isotope
 'a E par une isotopie triviale sur X1 U ... U ?-~* Puisque #p S' x S2 satis-
 fait a la conjecture de Poincare, il suffit, d'apres le theoreme I, de prouver

 que Eq et H(Xi,) sont homotopes dans V - (Y, U .. U ?U ). Or elles sont
 homotopes dans V. Pour trouver a partir de la, une homotopie dans V -

 (El U ... U Zi,-), on utilise le lemme 2.4.2 comme dans la demonstration de
 2.4.1: soit h: S2 x [0, 1] - V une homotopie generique de ?o a H(?t0); pour
 pouvoir appliquer 2.4.2, il faut etre sufr que h-'(Xi), i = 1, 2, *.., io1, ne
 separe pas S2 x {O} de S2 x {1}; or si elle separait, alors io serait homologue
 a un multiple de la classe de ?i ce qui n'est evidemment pas le cas.

 LEMME 5.2. Si, pour tout i = 1, 2, *..., p, H(Xi) = ?,, alors Hest isotope
 2 H' tel que H' I , U 12 U ... U ?p soit l'identite'.

 Demonstration. II suffit de voir que Hconserve l'orientation des spheres

 Ai. Si ce n'etait pas le cas, H n'induirait pas l'identite en homologie et ne

 serait donc pas homotope a l'identite.

 (5.3) Difflomorphisme de rotation paralle"lement 2 une sphere.

 Soit a: (S', 0) (SO(3), Id). II lui correspond un diffeomorphisme G(a)
 de S2 x [0, 1], qui, a (x, 8) e S2 x [0, 1], associe G(a)(x, 8) = (a(6). x, 8).

 Soient V une variete de dimension 3 orientee et I une 2-sphere orientee
 dans V. Soit 9: S2 x [0, 1] - V un plongement conservant l'orientation et

 tel que p(S2 x {0}) = ?. Puisque G(a) est 1'identite sur x(S2 x [0, 1]), on
 peut definir un diffeomorphisme H,(a): V V, qui est l'identite sur ?, par
 la formule:

 H,(a) V-Im m9 = Identite

 Ho(a) JIm 9 = P G(a)g-1 .

 Nous dirons que H,(a) est un diffeomorphisme de rotation parallelement a ?.
 La classe d'isotopie de H,(a) ne depend que de la classe d'homotopie de a et

 de la classe d'isotopie de ?. On peut choisir son support dans un voisinage
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 80 F. LAUDENBACH

 arbitrairement petit de ?; dans le cas oui V = #, SI x S2 et ou ? = ?, on

 peut prendre Ho.(a) egal a l'identite sur ?1 U 12 U ... U ?, et H~zQx) com-
 mute avec Hsj(f) is j i.

 LEMME 5.4. Soit H un diffeomorphisme de V = e'S' x S2, egal 2

 l'identite sur ?1 U Z2 U ... U ZP et conservant l'orientation. Alors it existe,

 pour tout i e {1, * * *, p}, ao: S' - SO(3), tel que H soit isotope 2 H:p(ap) ? ***

 H~l(al), par une isotopie triviale sur El U Z2 U * U 1P.
 Demonstration. Lorsqu'on coupe V le long de toutes les spheres ?, on

 obtient un diffeomorphisme F de D(2p - 1) = D- (2p - 1) disques, qui

 est l'identite sur le bord. Avec les theoremes de Cerf (theoremes de fibration

 et w0,(Diff D3) = 0) on prouve que tout diffeomorphisme de D(2p - 1), qui
 laisse invariantes toutes les composantes du bord, est isotope a l'identite. De

 la on de'duit qu'a' travers les diffeomorphismes qui sont l'identite sur le bord

 F est isotope a un produit de diffeomorphismes de rotation parallelement a

 chaque sphere du bord de D(2p - 1). En recollant deux a deux les compo-

 santes de aD(2p - 1), on reconstitue V et on voit que H est isotope a un

 produit de diffeomorphismes de rotation parallelement a chaque sphere A.

 cqfd.

 Si toutes les applications ao: S- SO(3) sont homotopes a zero, il est

 clair que H(arp) o ... o Hyx(a,) est isotope a l'identite. Pour prouver le
 theoreme III, il suffit maintenant de prouver le lemme suivant:

 LEMME 5.5. Si H = H:p(ac) *** ,H~1(a) est homotope 2 l'identit',
 alors a, est homotope 2 zero.

 De'monstration. II existe une projection naturelle p: V S2, qui est un

 diffeomorphisme de ?1 sur S2, qui est transversale sur le pole nord N de S2

 et telle que

 - Il(N) soit le cercle canonique C qui coupe ?1 transversalement et
 en un seul point,

 - p definisse sur v(C, V) la trivialisation canonique.*

 Definissons H: V x R - S2 x R par H(x, t) = (pH(x), t). Hf est transversal
 sur (N, 0). Comme on peut, sans perdre de generalite, supposer que

 a,: S SO(3) a son image dans SO(2), alors H-1(N, 0) = C x {0}; la trivia-
 lisation T, induite par H sur v(C x {0}, V x R) se deduit, a homotopie pres,

 de la trivialisation canonique T. par l'action de a1. Si H est homotope a
 l'identite, il existe alors une application propre A: V x R x [0, 1] -S2 x R
 transversale sur (N, 0), telle que AI V x R x {1} = H et A(x, t, 0) =

 * v designe le fibre normal.
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 2-SPHERES EN DIMENSION 3 81

 (p(x), t). Notons S = A-'(N, 0), C0 = C x {O} x {O}, C1 = C x {O} x {1}. On

 a as = C0 U C1.

 L'application A induit sur v(S, V x R x [0, 1]) une trivialisation dont la
 restriction a C0 est To et dont la restriction a C1 est T1. Or S a le type
 d'homotopie d'un bouquet de cercles

 Y1 V 11 V Y2 V Y2 V ... V 19 V 1g V CO

 et, dans w1(S), avec des orientations convenables de tous ces cercles, on a

 [C] = [L11, [ 1]. [[ 1], [72]] [I7p] [Yp]. [Co]

 ou [[rJ, [^'] designe le commutateur des classes [-yj et [i']. Puisque
 w1(SO(3)) est abelien, toutes les trivialisations de v(S, V x R x [0, 1]), dont la

 restriction a C0 est homotope 'a To, coincident a homotopie pres sur C1. Pour

 prouver lemme, il suffit donc de trouver une trivialisation de V(S, V x R x
 [0, 1]) dont la restriction a C0 et a C1 soit la trivialisation canonique.

 Considerons S comme une surface dans V x R x R; en lui attachant

 des disques le long de C0 et de C1 on en fait une surface fermee S dans V x

 R x R. II s'agit de montrer que v(S; V x R x R) est trivial; il suffit meme

 de demontrer qu'il est stablement trivial puisque c'est un fibre de dimension

 plus grande que celle de sa base. Or le fibre normal a une variete stablement

 parallelisable dans une variete stablement parallelisable est stablement

 trivial. cqfd.
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