
MAT2410 : TRAVAUX PRATIQUES 7

Problème 1. * Sur R2n on met les coordonnées (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn) et on considère

la 2-forme extérieure

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi.

Calculez ωn = ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω ∈ Λ2n(R2n). (Indice : commencez par les cas n = 1, 2 et 3.)

Problème 2. Etant donné une fonction lisse f : Rn → R, on appelle Laplacien de la

fonction f la fonction

∆f =
∂2f

∂x21
+

∂2f

∂x22
+ ...+

∂2f

∂x2n
.

On rappelle que d : Ω0(Rn) → Ω1(Rn) est l’opérateur de dérivation extérieure donné par

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn.

Démontrez que l’on a les formules suivantes :

(i) ∆f = (∗d ∗ d)f ,
(ii) ∆(fg) = (∆f)g + f(∆g) + 2 ∗ (df(∗dg)).

Problème 3. * A l’aide des formes différentielles, démontrez l’identité suivante en calcul

vectoriel : div(∇f ×∇g) = 0.

Problème 4. Soit ω =
n∑

k=1

fk dxk une 1-forme fermée sur Rn. On définit alors la fonction

g : Rn → R par

g(x) =

1∫
0

f1(t, x2, x3, ..., xn)dt+

1∫
0

f2(0, t, x3, ..., xn)dt+ ...+

1∫
0

fn(0, 0, 0, ..., t)dt.

Démontrez alors que l’on a ω = dg sur Rn.

Problème 5. * Etant donné ω = x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dt et ϕ : R3 → R4, donnée par

ϕ(a, b, c) = (a, b, c, abc)

calculez ϕ∗ω.
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Problème 6. Soit ϕ(x1, x2) = (x31, x
2
1x2, x1x

2
2, x

3
2). Calculez

(i) ϕ∗(y1 + 3y2 + 3y3 + y4) ;

(ii) ϕ∗dy1, ϕ∗dy2, ϕ∗dy3, ϕ∗dy4 ;

(iii) ϕ∗(dy2 ∧ dy3)


