MAT2410 : DEVOIR

10 points pour chaque probleme.
Probleme 1. Soit
wy = 22y de + 223y dy + xzdz € Q1 (R3)

et soit

wo = yzdx A dy — 3z%dx A dz € Q*(R).

Calculez wq A wo, dwi et dws.

Probléme 2. Soit

p(z,y,2) = 2yz + 2% — 2y%2?

une application ¢: R3 — R et soit
F=(3z,—y,222 +y —1)
un champ vectoriel sur R3. Calculez Vi, div F, rot F, rot F' x V¢ et div(rot F).
Probléme 3. Soit ¢(z1,72) = (23, 2329, 2123, 23). Calculez
(1) ¢*(y1 + 3y2 + 3ys + y4) ;

(ii) ¢*dy1, ¢*dya, ¢*dys, ¢*dya;
(iii) ¢*(dy2 A dys)

Probléeme 4. On consideére les coordonnées sphériques sur R?
O(r,0,¢) = (rcosfcos ¢, rsinf cos ¢, rsin @).

Calculez ®*« pour les formes suivantes « :

dx, dy, dz, de Ndy, dex Ndz, dy Ndz, de Ndy N dz.

Probléme 5. Soit c: [~1,3] — R? une courbe donnée par t + (3 + 2¢,1 — t) et soit

w=z?dy + (y* — 22) dz € Q*(R?). Calculez [ w.
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Probléme 6. Si a € QF(R™) est une k-forme différentielle, ¢ est un k-cube singulier sur

R™ et que ¢: R™ — R™ est une application lisse, montrez que 1’on a alors
/ o= / a.
c ¢poc

Probléme 7. Soit
c:[0,3] x [-1,1] — R?

(tl,tg) — (2t1 -1+ t2,3t2)
et soit w = (a%y + 1) dy A dz. Trouvez [ w.

Probléme 8. On considére le 2-cube c: [0,1] x [0,1] — R3 donné par
c(tr,t2) = (1. tita, 13),
et la 1-forme
a = x1dxe + xr1dxs + xodxs.

Calculez explicitement f da et f « en vous assurant que vous obtenez bien la méme réponse.
c Oc

Probléme 9. Soit w € Q'(R?) une 1-forme fermée et cy, co des I-cubes donnés par
c1(t) = (¢,0) (t € [2m,67)) et ca(t) = (tcost,tsint) (t € [2m, 67]).

Montrez alors que [w = [w.
C1 c2
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Probléme 10. Ce probleme est plutot long et difficile, mais sa pondération est assez légere
pour le devoir (10%), donc vous pourriez obtenir une bonne note sans le faire. Mais pour
ceux qui veulent en savoir plus sur les groupes de cohomologie de deRham H gR(U) pour
les ensembles ouverts U C R™ plus genéraux que les ensembles etoilés, et comment on peut
démontrer qu’ils sont parfois non nuls pour & > 0, continuez a lire. Cela en vaut la peine,

je vous le jure.

(a) Une suite d’espaces vectoriels

dy_ dy_
—>Ck 2 2 Ck 1 1 Ck’ Ck-i-l

est dite exacte si kerd; = imd;_1 pour tous j. Lesquelles des suites suivantes sont

exactes ?
(i

(ii

)0 = W ou f est surjective.
)V

(iii) 0 = R3 — R* — 0.
) 0
) 0

— W — 0 ou f est surjective.

(iv R 2@ po @y (@-y) R s 0.

r»—}(Q:E,O) R2 (m,y)b—>(m)\ R — 0

(v
(b) Si0 — V3 d—1> Vo v By est exacte, quel sont les espaces quotients ker(dy)/im(dg—1) ?
(c) Si les suites d’espaces vectoriels suivantes sont exactes, trouvez U, V et W :
(i) 0 >R U — R —0.
(i) 0 -V = R> =R — 0.
(iii) 0 = R3 — W — 0.
(d) Un compleze de cochaines est une suite d’espaces vectoriels C?, i € Z, avec des ap-
plications linéaires dj: C*: C¥*! pour tous k, telles que djq o dj = 0. Par exemple,
Ck = QF(U) définit un complexe de cochaines avec la derivée extérieure pour dy. Un

complexe de cochaines a des groupes de cohomologie H*(C*) := ker d},/im dj,_1. Quels

sont les groupes de cohomologie de :

x> (z,x)
—_—

CO=R%SCI=R 02 =R2 5 (3 =07
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(e) Une application de cochaines f: C* — D* est une suite d’applications linéaires f: C* —

D', pour tout i, telles que

diD o fZ = fi‘H o dZC: C' — D!
pour tout i. Les tirés-en-arriere sont des exemples. On a vu en classe qu’une applica-
tion de cochaines induit des applications f*: H*(C*) — H¥(D*) sur les groupes de
cohomologie.

Soient f: C* — D* et g: D* — E* applications de cochaines telles que
0oL pi S E o
est exacte pour tout 7. Notre but est de montrer qu’il y a une suite exacte

S HiN(EY)
(1) S omieny Loomioy L H(EY
& wriery Lot o) L HR(EY) -
pour une certaine application d que nous allons construire. Le clé est d’utiliser le

diagrame commutatif suivant :

i—1 e i—1 g i—1
0 C DV — 7 —— 0
d’ d df
fi g
0 c* D’ E* 0
d§ dP dP
o f1+1 i gz+1 S
0 cvr Dttt — s gl >0
dic+1 dzj':-)‘-1 dﬁl

Les colonnes satisfont d?> = 0 et les lignes sont exactes. Soit e € E' un élément qui
represente une classe de cohomologie, c’est a dire que diE (e) = 0. On va produire une

élément de C'T!. Premierement, relevez e & x € D', i.e. g'(z) = e.
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(i) Pourquoi est-ce qu’on peut faire ceci?
(ii) Démontrez que dP(z) € im fi+i.
(iii) Choissisez ¢ € C**1 avec fi*1(c) = dP(x). Démontrez que ceci donne une appli-
cation bien définie 6: H'(E*) — H**1(C*). Vous devez montrer que :
— c¢€ ker(d%l).
— Le résultat [¢] € H*1(C*) ne change pas si on remplace e par e + d;_1(€), un
autre représentant pour [e] dans le méme classe d’équivalence.
— Le résultat [c] € HT1(C*) ne change pas si on change le choix de x € D' tel
que ¢'(z) = e.
— Le choix de ¢ € C**! tel que fi*1(c) = dP () est fixé.
(f) Démontrez que la suite des groupes de cohomologie (1) est exacte. Pour le faire, utilisez

le grand diagramme ci-dessus, et montrez que :

— kerd =img*;
— kerg* =im f*;
— ker f* =1im9.

On remarque que pour chaque item ci-dessus, il y a en fait deux choses a montrer, les

deux inclusions C et D. Donc cette partie de la question est plutot longue.
(g) Puis, soient U,V C R™ des ensembles ouverts. Nous avons des inclusions
iy UNV —=U; iy UNY =V
et d’ailleurs
Ju:U =UUV; jy: YV = UUV.
Démontrez que les tirés-en-arriere donnent, pour chaque k, une suite exacte (d’espaces

vectoriels de dimension infinie) :

(w,n)—=ig, (w)—i3, (n)

) w= (7 (w),33 (@)

0— QFUuUY QF(U) @ QF(V) » QR UNY) = 0.

La partie qui constitue un défi est de montrer la surjectivité de (i}, —i3,).
(h) Soient
C*:=Q"(UUYV)
D* :=Q*(U) & Q*(V)
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et
E*:=Q*UnNV).
Nous avons HF(A* @ B*) = H*(A*) ® H*(B*) pour n'importe quels complexes de
cochaines A*, B*. Montrez qu’il y a une suite exacte
— HRHUNY)

S HiLUUY) = HipU) e Hig(V) — HipUny)
S HEUUY) - HE W e HEW) - HEUNY) — -
Ceci est nommé la suite exacte longue de Mayer-Vietoris.
Maintenant, nous voulons utiliser notre magnifique suite de cohomologie pour calculer
les groupes de cohomologie pour des ensembles interessants. Soient U et V ensembles
ouverts de R™ étoilés, avec U NV # B aussi étoilé. Montrez que HgR(Z/{ UV) =R et que
H sz(L{ UV) = 0 pour k > 0. Quels auraient été les groupes de cohomologie de deRham
sion avaiten d NV =07
En profitant de la suite exacte de Mayer-Vietoris ci-dessus, trouvez les groupes de

cohomologie de deRham des sous-ensembles de R? suivants :
(i) W= {((2+7rcosp)cosb, (247 cos p)sinh, rsinp) € R* |0, p € [0,27),r € [0,1]}.
(i) X == {r(z,y,2) eR3 |22 +y? + 22 = 1,7 < (=1/4,1/4)}.
(iii) Bonus : calculez les groupes de cohomologie du tore (épaissi dans R? afin d’avoir
un ensemble ouvert).

Il faut décomposer les ensembles aux parties plus simple, dont on sait déja leur groupes
de cohomologie, et les groupes de cohomologie de leur intersection.
Soit D := {(z,y, 2) € R¥|2? + y? + 22 < 1}. Montrez qu’aucune paire parmi W, X et

D sont difféomorphes.



