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bW. INTRODUCTION 

SOIT M4 une variete topologique compacte (non necessairement l&able), de dimension 4. 

L’objet de cet article est l’etude de la conjecture suivante: 

CONJECWRE PI. Tout homeomorphisme F de M x I (I = [0, l]), &gal ci I’identitd sur 

M x (0) v d M x I (e.g. pseudo-isotopie de M) est isotope, jixant M x (01 u dM x I, ci 

l’identith. En particulier la restriction de F d M x {I} est isotope,fixant C? M x (11, ci l’identitk. 

Cette conjecture peut ividemment 2tre posee en toute dimension et dans l’une des trois 

categories TOP, PL, DIFF. Dans [3], J. Cerf a demontri que la conjecture est vraie dans la 

categoric C” pour les varietes de dimension 2 5 simplement connexes. Le cas PL est dh a C. 

Morlet [20] (voir aussi [14]). Le cas topologique resulte des travaux de Kirby-Siebenmann 

E71. 
Les principaux resultats de cet article sont donnes par le thiortme suivant et ses 

corollaires: 

THEOR~ME 0. La conjecture PI est vraie pour /es varietes compactes M4 obtenue de la boule 

B4 en lui attachant des arises (topologiques) d’indice 2 2. 

De telles varietes sont simplement connexes et lissables (cette derniere propriitl resulte 

du theoreme de Moise sur l’unicite des structures lisses sur les varietes de dimension trois 

Clll). 
Les fibres de Milnor des germes de fonctions holomorphes a singulariti isolee de (C3,0) 

dans (C,O) et les surfaces algtbriques lisses de CP3 admettent une telle decomposition (voir 

respectivement [8], [6]; voir aussi [l]). A l’opposi, Casson (non publie; voir [lo] chap. 3) a 

donnl un exemple de variete C” i bord non vide, I-connexe, dont toute decomposition en 

arises posside des anses d’indice 1. 

Je dois la demonstration du resultat suivant a L. C. Siebenmann: 

COROLLAIRE 1. La conjecture PI est vraie pour les varier& topologiques (non necessaire- 

ment lissables), simplement connexes, compactes, sans bord. 

COROLLAIRE 2. Soient M4 une varietk don&e par le theortme 0 ou le corollaire 1 et h,, h,: 

M + M deux homdomorphismes homotopes (mod dM). Alors ils sont isotopes (mod ZM). 

Demonstration. 11 suffit de montrer que l’homiomorphisme h, h; 1 est l’extrtmitl d’une 

pseudo-isotopie. Pour cela il suffit de montrer que l’ensemble des structures de variltl 

topologique a homotopie pres sur .tf x I est reduit i un point. La demonstration est alors 
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identique a celle du theortme 6.1 de [lS] en utilisant le fait que nLzi+ 1 (G/TOP) = 0 pour 

i = 0,1,2 d’apres [7] et [18]. 

Remarque. On ne sait pas demontrer le thioreme 0 dans la categoric semi-lineaire (et 

encore moins dans la categoric Cm) a cause de I’utilisation d’un theorime de 

Casson-Freedman [5] qui donne seulement des isotopies topologiques. 

L’idee de la demonstration du theorime 0 est de redresser la pseudo-isotopie anse par 

anse a partir du bord [ 143. On peut supposer que F I{ pO} x I = id oti p. est un point de 

l’interieur de M. On commence par se mettre dans un cadre C” en montrant que F I (M 

-{p,))xIestisotopemodulo[dMxI u(M-{p,j)x {O}]iunepseudo-isotopieG:(M 

- {po}) x I 5 telle que la structure differentiable au but 0, transportee par G de la structure 

differentiable donnte a la source soit “en tranches” (slice), c’est a dire que la projection p : [(M 
- { po}) x Ile + I soit une submersion C”. 

On suppose d’abord que M est obtenue de la boule 9 en attachant des arises d’indice 

deux uniquement, et on pose V = u IIf l’union des disques transverses aux anses d’indice 2. 

On peut supposer, a isotopie Cm pres,que ~oG~I/xI-+[(M-{~~~)xI],~J est 

une fonction de Morse C”. 

A l’aide du theoreme d’extension de I’isotopie topologique de [4], on peut definir pour 

chaque point critique de p 0 G une membrane topologique [ 121. En utilisant les methodes de 

[12],onmontrequeG~VxIestCmisotopeiunplongement,L:VxZ~[(M-{poj)xI], 

tel que p 0 L n’a que des points critiques d’indice 1 et 2. 

Dans un niveau intermidiaire, en utilisant des resultats de Casson [23, Quinn [13], et 

Freedman [S], on peut disjoindre topologiquement les intkieurs des membranes et done 

redresser topologiquement le plongement LI V x I --+ M x 1. On montre ensuite qu’on peut 

redresser un voisinage tubulaire de Vx I (en ivitant d’utiliser un theorime d’unicitl du 

voisinage tubulaire topologique inconnu dans cette dimension). Une application du true 

d’Alexander permet de conclure. Des methodes analogues mais beaucoup plus faciles (car 

n’utilisant pas les resultats de Freedman) permettent de redresser les arises d’indice 3 et 4. 

Je tiens i remercier L. Guillou et L. C. Siebenmann pour l’aide apportie lors de la 

realisation de ce travail. L. C. Siebenmann m’a permis de grandement simplifier un certain 

nombre de demonstrations; de plus je lui dois la demonstration du corollaire 1. 

Le plan de ce travail est le suivant; (9 1) structures en tranches (slice); ($2) membranes; 

(93) suppression des points critiques d’indice 0 et 3; ($4) disjonction des membranes; 

($5) fin de demonstration du thloreme 0 dans le cas oti M n’a que des arises d’indice 2; 

($6) demonstration du theoreme 0 en presence d’anses d’indice 3 et 4; (97) demonstration du 

corollaire 1. 

$1. STRUCI-URES EN TRANCHES 

D$inition 1.1. Soit Qq une variite topologique. Une structure differentiable 0 sur Q x I 

est dite “en tranches” (slice) si la projection p: (Q x I), + Z est une submersion C”. 

L’un des outils essentiels a la demonstration du theoreme 0 est don& par le 

LEMME 1.2. Soit M we varihtC compacte connexe de dimension quatre, simplement 
connexe, p. un point de l’intirieur de M et C wne structure C” sur (M - {p,}) x I, qui est un 
produit au voisinage de d M x I. Alors E est isotope mod d[(M - {p,}) x I] ti une structure 
difkrentiable 0 “en tranches”, c’est d dire qu’il existe une isotopie K,: (M - (PO)) x I 
5 (t E [0, 11) telle que: 
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(1) K, = id; K,ld[(M-{p,})xI] = id pour t~[O,l] 
(2) K, est C” pour la structure Z b la source et la structure 0 au but. 

Demonstration. Soit r = s o rM : (M - {p,}) x I -+ BTOP, -+ BTOP, l’application clas- 
sifiante du microfibre tangent topologique de (M - {p,>) x I et rr le relevement de T dans BO, 
dtfini par la structure X [7]. 

L’hypothtse de simple connexite implique que (M - {p, 1) x I est, a homotopie pres, 
obtenu de a[ (M - {p,, 1 x I] en attachant des cellules de dimension 3. D’aprts Quinn ([ 131, 
corollaire 2.2.3) l’application de stabilisation TOPJO, 4 TOP,/O, est 3-connexe. 11 en 
resulte que ~~ se factorise i homotopie pres (mod 3) par une application cp dans BO, (les 
fltches du diagramme ci-dessous &ant des fibrations a homotopie prb): 

TOP&, - TOPS/O5 

D’aprQ le theorime de Lees [9], cp dlfinit une structure en tranche sur (A4 - pO) x I, 

isotope (mod a( (M - pO) x I) i la structure C. 

COROLLAIRE 1.3. Soit F: M x I + M x I une pseudo-isotopie telle que F ( { pO} x I = id. 
Alors FJ (M - (pO}) x I est isotope mod [aM x I u (M - (pe}) x (0}] tj une pseudo-isotopie 

H : (M - {p,,}) x I --* (M - {p,}) x I qui transporte la structure C” don&e ci la source sur une 
structure 8 en crunches au but. 

Demonstration. Soit C la structure C” sur (M - {p,j) x I transportee par F de la 
structure C” donnie. 11 suffit de poser H = K 1 0 F oh K, est donne par le lemme 1.2. 

$2. MEMBRANES 

Dans ce paragraphe et les paragraphes 3 et 4, on se place dans le cas oti M est obtenu de la 
boule B4 en attachant uniquement des arises d’indice 2. 

On note V = u D: l’union des 2-disques transverses aux anses d’indice deux de M et on 

prend p. $ V. 
LEMME 2.1. (a) On peut supposer que la fonction p 0 HI V x I -+ [(M - po) x Z-J0 + I est 

une fonction de Morse C”. Pour chaque point critique c de p 0 HI V x I, il existe une carte C” 

autour de c dans V x I, une carte C” dans [(M - { po}) x I],autour de H(c) oti p: [(M - fpo}) 
x Z-j0 + I et H s’kcriuent: 

-p(x,y,z,s,t) = t 

-H(x,y,z) = (x,y,z,O, E~x~+E~~~+E~z~). 

Demonstration. Elle est immediate puisque p est C”. 

Notons Dk+’ = {x~R’+l; llxll I I}, D”,” = {xED’+‘; xk+l 20}, a+Dk+’ 
= ,jDk+’ nD:+“. 
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DPfinition 2.2. (voir [12]). Soit H comme dans le lemme 2.1 et c un point critique de p 0 H 

d’indice k. Une membrane descendante de c jusqu’a un niveau M x {r. > est I’image d’un 

plongement (TOP), n:(D:-t’, ir+@+‘, ti)+(Mx[r,,poH(c)], H(Vxl),Mx{t,}) tel que 

(1) Im(q) et H (V x I) se coupent transversalement le long de s(Z+ D). 

(2) n (0, . . . , 0,l) = H(c) 

(3) Pltl(D:+ l ) et pJ(q(8, Dk+‘) - H(c)) sont des submersions (TOP) 

(4) n(Dk) c M x {r,). 

Le disque 7 (D’) est appele la projection de la membrane sur le niveau M x { r,, ) . Le disque 

~(8, D'+ ‘) est une nappe descendante du point critique c [3]. 

On a la notion correspondante de membrane ascendante. 

LEMME 2.3. (existence des membranes). Supposons que c soit l’unique point critique de 

p 0 H entre les niveaux .M x {to> et M x { tI} (to < tt ). Alors il existe une membrane 

descendante (resp. ascendante) de c jusqu’au niveau M x {toI (resp. M x {tI }), qui est 
diferentiable pour la structure en tranche 0 au voisinage de H (V x I). 

Demonstration. Dans une carte C” donnle par le lemme 2.1, on obtient une membrane 

ascendante C” (resp. descendante) en considirant les trajectoires du champ 5 = (sr x, s2y, 

~~2, s, 2(x2 + y2 + z2 + s’) + (t - Elx2 - .s2y2 - s3z2)‘) qui partent (resp. qui arrivent) en c 

(Fig. 1). 

On peut remarquer que ce champ admet c comme unique point singulier, qu’il est tangent 

a l’hypersurface s = 0, t = E~ x2 + c2 y2 + .c3z2 et transverse aux facteurs t = Cte. 

On obtient ainsi une membrane descendante (resp. ascendante) C” pour 0, jusqu’au 

niveau M x (tc - E) (resp. M x (tc + E)) (E > 0 petit) ou t, = p 0 H(c). L’image du plongement 

H~H~‘(Mx[t,,t,-~])--,[(M-{p~})x[t~,t,-~]]~--,Mx[t~,t,-~] est, par hypot- 

h&e, transverse au feuilletage horizontal. Le thioreme d’extension de l’isotopie topologique 

[4] permet de prolonger la membrane descendante jusqu’au niveau M x {to) de facon C” le 

long de H (V x I). Le meme raisonnement s’applique pour la membrane ascendante. 

LEMME 2.4. On peut supposer que les membranes descendantes (resp. ascendantes) des 

points critiques d’indice 0 et 1 (resp. 2,3) sont C” pour la structure 8. 

Demonstration. Soit c un point critique d’indice 0 ou 1 de p 0 H, M x {to> un niveau en 

dessous de H (c) tel que p o H n’ait pas de point critique sur H - ’ (M x [t,,,p 0 H (c)l). Soit 9 

une membrane descendante C” de H(c) jusqu’a un niveau tb = p 0 H(c) - E > t,, (elle existe 

Membrane descendante 

I) 

Fig. 1 
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d’aprb le lemme 2.3). Notons Wc,,r; =H(VxI)niMx[t,,r~], Yt6 =H(Vxl)nMx {tbj 

et 0; la structure C” sur (iI4 - {p,,j) x {rb 1 induite par 0. 

Alors ((M - (~~1) x Cto7G19 W,,,,C, o ) est un (6, h)-cobordisme C” relatif, (6,l) connexe au 

sens de ([13]), $2)), pour toute application M - { po) -f+ (0, co). Par le theortme du h- 

cobordisme relatif fin ([13], thioreme 2.1.1. et son addendum), il existe une structure de 

produit topoiogique 

(1) 

(a) h est l’identid sur [(M -{p,}) x {tb)] x {0} 
(b) h est C” (pour les structures indiquees dans (1)) en dehors dun ensemble U x I, oh U 

est un sous-ensemble “E singulier standard” de (M - { p0 1) x {t b } . Ce sous-ensem ble U est un 

a-voisinage rlgulier C” d’un complexe localement fini, C”, de dimension 2, note K u T (voir 

addendum du thioreme 2.1.1. de [13]). Par transversalite C”, 3 = 9 n M x {rb} (de 

dimension 0 ou 1) est disjointe de II. On peut done prolonger la membrane (Cm) .Q i l’aide du 

plongement differentiable h(a x I) jusqu’au niveau M x (to}. 

On rappelle quelques faits concernant les membranes (voir [12] chap. 2, $3). 

(1) On peut faire monter (resp. descendre) un point critique le long d’une membrane 

(puisqu’on peut le faire dans le modtle), de facon C” si la membrane est C”. 

(2) On peut faire monter un point critique d au-dessus d’un point critique c si la 

projection sur un niveau intermldiaire d’une membrane descendante de c est disjointe de la 

projection dune membrane ascendante de d. 

(3) A I’aide d’un plongement q : (D’,S) + (M x {t}, H( Yx I) AM x (t}) tel que 

q-t (H( V x I ) n M x (0) = 2 on peut introduireun point critique d’indice k (lemme 2.10 

de [12]). 

(4) Soient c, d deux points critiques de Morse d’indices k, k + 1 conslcutifs de p 0 H et 

M x (to> un niveau intermldiaire. Aiors c et d se dltruisent mutuellement si et seulement si il 

existe une membrane ascendante (resp. descendante) de c (resp. d) jusqu’au niveau bf x {t,} 

telles que les interieurs des projections des membranes soient disjoints et les bords des 

projections se coupent transversalement en un point dans H (V x I ) n (M x {r,)) (lemme 

2.9 [12]) (Fig. 2). 

(5) Par le theoreme relatif d’extension de l’isotopie topologique [4] toute nappe 

descendante C” (resp. ascendante) de p 0 H correspond i une membrane descendante (resp. 

ascendante) vkifiant les propriids du lemrne 2.3. 

(6) On peut difinir la coupole associee i une membrane ([ 123 chap. 3,§ 1): dans une carte 

(x,, . . . 3 ~nt&+l*Xtl+2) oti H s’ecrit H(x,, . . . , x,) = (x,, . . . , x,,O,- (x: + . . . +x;) 

+x;+, + . . . xi) la coupole est definie dans l’hyperplan xp + I = - = x, = 0 par la Fig. 3: 

Fig. 2 
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Coupole 

Fig. 3. 

(7) (a) On peut faire la somme connexe d’une membrane d’un point critique d avec la 
membrane d’un point critique de meme indice a un niveau inferieur (1123, chap. 3, $2) 
(Fig. 4). 

(b) On peut faire la somme connexe de la membrane d’un point critique avec la coupole 
d’un point critique de meme indice sit& a un niveau inferieur ([12] chap. 3, $2) (Fig. 5). 

(8) Soit (V”, V,, VI) + (M”+’ x [0, 11, 0,l) un plongement a fibri normal trivial tel que 
la projection PI Y-+ I n’ait qu’un point critique de Morse d’indice i, de membrane 
descendante 9. 

Alors le complementaire M x I - (V x b’) est obtenue de M x (0) - (V, x b2) en lui 
attachant une anse d’indice i + 1 dont l’ame est la coupole associee i 9. 

COROLLAIRE 2.5. Le plongement C”, H ( V x I +[(M-{p,j)xZ],dulemme2.1estC” 
isotope ci un plongement K: V x I -+ (M - {p,}) x I I8 tel que p O K soit unefonction de Morse 
ordonnie excellente (/es valeurs critiques sent simples). 

DQmonstration. Soient a et b deux points critiques de p 0 H tels que p 0 H(a) < p 0 H(b) et 
i = indice (a) 2 indice (b) = j. D’apres le lemme 2.4, l’une des deux membranes descendante 
de b et ascendante de a est C”. On fait glisser de facon C” (propriete (1) des membranes) le 
point correspondant jusqu’a un niveau ou l’autre est C”. Dans ce niveau, par transversalite 
C”, les membranes sont disjointes (la dimension de la projection de la membrane 

Fig. 4. Fig. 5 
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descendante (resp. ascendante) de b (resp. a) estj (resp. 3 -i)). On applique alors la propri&k 

(2) des membranes. 

$3. SUPPRESSION DES POINTS CRITIQUES D’INDICE 0 ET 3 (POUR L’APPLICATION 

p 0 K DU COROLLAIRE 2.5) 

Soit (? l’espace des fonctions diffkentiables f : V’” x (I,O, I) + (I,O, 1) telles que f- ’ (i) 
= V” X {i), i = 0,l. Soit P 1 e sous-ensemble de B des fonctions de Morse ordonnles 

excellentes. fii dkigne le sous-espace des fonctions ordonnies excellentes i ceci prts qu’elles 

ont un point critique c de type naissance (-xf-- . . . -xf+xfel.. . +xf+~,2,~)et la 

variktl de niveau de c sipare les points critiques d’indice i et i + 1. Enfin Cd dlsigne les 

fonctions ordonnles excelientes i ceci pris que deux points critiques de mime indice sont au 

mGme niveau. On pose C“ = 02 u 6; (voir [J]). 

LEMME 3.1. Deuxfonctionsfo,fi E 00 peuvent e’trejointes par un cheminXE @ u C’ dent le 

graphique (au sens de [3]) esr du type (Fig. 6): c’est ci dire que les accidents du graphique se 

prksentenr dans l’ordre suivant: naissance de paires de points critiques, croisements de points 

critiques de me*me indice, mort de paires de points critiques. 

DPmonsrration. Elle se fait simplement en utilisant le lemme du bet ([3], chap. IV, 93) le 

lemme des singularit& indipendantes [3] et la possibilitl de changer ie graphique suivant 

sans changer les extrlmitks (Fig. 7). 

COROLLAIRE 3.2. Soient K: V2 x I + (A4 - {pOj) x I]@ la pseudo-isoropie donnPe par le 

corollaire 2.5 et soit f,: V2 x I -+ I un chemin dans 8’ joignant p 0 K = f. d la projection p, 
don& par le lemme 3.1, de graphique (Fig. 8): (oti t, dPsigne une valeurdu paramitre telle que sur 

[tl, l] 12 graphique ne pkente que des morts). 
Alors il exisre une isotopie de plongemenrs C”, K, = V2 x I + [(M - {pO)) x Z-J@, 

te[O,tl], telle que K, = K et p OK, a, pour tE[O,t,], le mt!me graphique quef;. 

I 1 I 

Fig.6. 

Fig. 7. 

I 

i m ‘- 
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Fig. 8. 

DCmonstration. 11 suffit de voir que les accidents du graphique peuvent $tre realisis par 

des isotopies ambiantes C" . C’est clair pour les naissances ainsi que pour les croisements 

(propritte (1) des membranes et lemme 2.4). 

Notons R = K,,: Vx I + [(M - {pO}) x Z-J0 la pseudo-isotopie C” don&e par le 

corollaire 3.2. Elle est telle que p 0 I? est une fonction de Morse ordonnle excellente dont les 

points critiques sont group& par paires se detruisant mutuellement. 

Notons Mi + 1 = !M X {ti+l} (resp. V,+i = R (V x I) n Mi + l) un niveau intermidiaire 

entre les points critiques d’indice i et i + 1. 

D’aprts le corollaire 3.2 et le crittre de Smale ([3] prop. 3, $2 chap. III) on peut trouver, 

pour les points critiques d’indice i ( = 0,1,2,3), un systeme de membranes ascendantes dj 

(resp. descendantes 9;) jusqu’au niveau Mi + 1 (resp. Mi) virifiant les propriltes des lemmes 

2.3 et 2.4 et la 

PropriPtP (*). Dans le niveau yi+ 1, les nappes Aj( = ,tsj A k!( Y x I)) sont disjointes 

des nappes 0:’ ’ ( = ka:+ ’ A I? ( V x I)) sauf pour celles qui correspondent i des points 

critiques se detruisant mutuellement auquel cas elles se coupent transversalement en un point 

dans V,+i. 

LEMME 3.3. if : V x I -+ [(M - (p,,}) x Z]@ est C”-isotope ti un plongement L tel que p 0 L 
n’a que des points critiques d’indice 1 et 2 group& par paires se dktruisant mutuellement. Plus 
prtcistment, on peut supposer que la proprihtt (*) ci-dessus est conservie. 

Dhmonstration. Reprenant les idees de Smale dans la demonstration du theoreme du 

h-cobordisme, on va demontrer qu’on peut remplacer les paires > i par des paires > :. Par 

dualitl on supprimera les paires >:. 

On peut supposer que les niveaux MI et M2 sont tels que les membranes des points 

critiques d’indice 0 et 1 jusqu’i ces niveaux soient C”. En effet soit M’, un niveau en dessous 

de tous les points critiques d’indice 0. On fait descendre ces points critiques le long de leur 

membrane (C” d’apres le lemme 2.4) un peu en dessous de M’, . D’apres le lemme 2.3 les 

membranes ascendantes jusqu’a M’, sont C”. On pro&de de la meme facon pour les points 

critiques d’indice 1. 

Notons (c,, d,), . . . , (c,, 4) les paires de points critique d’indice respectif 0, I se 

dttruisant mutuellement, {zzf:} (resp. { 9,?}) les membranes ascendantes (resp. de- 

scendantes) des points ci (resp. di) jusqu’au niveau M,, { af’} (resp. { a!} ) leurs projections 

sur M, . On note encore 9: les membranes descendantes des points critiques d’indice 1 autre 

que (di} (c’est i dire ceux qui sont tues par des points critiques d’indice 2). 

Rappelons que v = L( Y x I) n Mi. Alors V1 c M, se compose d’une variite Vi isotope 

i V, ( = L( V x I) n M x (0)) et de spheres de dimension 2 qui ne sont autres que les 82:. 
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La sous-variete V, c Mz est obtenue de VI en faisant des chirurgies d’indice 1 

correspondant aux arises d’indice 1 definies par les projections des membranes s!, a:. 

D’apres la proprilti (*)ci-dessus, chaque projection 2.2: est jointe a Vi par exactement une 

projection d a! (Fig. 9). Notons ai (resp. bi) l’extrimite de D ,’ dans i; .,a? (resp. IJ’; ). Soit zi un 

chemin dans Ml - Vi - U 2: - U Gf - U ai joignant ai i bi. 
I , I 

D’aprts les proprietes (3) et (4) des membranes, ce chemin Zi permet d’introduire un point 

critique d’indice 1 se ditruisant avec ci. Ce chemin zi &ant disjoint des projections a!, 3: 

apparait au niveau M2. Notons fii le lacet ai1 u a, dans M, oti ai1 est un chemin parallele a 

3: dans le bord d’un epaississement de 9: (Fig. 9). En poussant pi dans M, - Vt le long d’un 

champ de vecteurs normal a V2, pi represente un element de rrr (M2 - V2). 

En utilisant la propriitl (8) des membranes et en remarquant que-rc, (M - Vo) = n, (B4) 
= 0, on voit facilement que rrr (M2 - V2) = 0. 

On peut done trouver des immersions C”, rpi: D2 -+ Mi telles que: 

(1) ‘pi(dD est un plongement et cpi(dD) = fii 

(2) vi rencontre V2 transversalement exactement le long de cpi(dD) 

(3) cpi n’a que des points doubles (mf} ou deux branches se coupent transversalement 

(4) ‘pi et ~j se coupent transversalement. 

Notons (~f,qf) = rp;*(mf), {rif = cP;‘(cpi(D2) 

ai = qiel(ai) c dD2; yi = cp;‘($;‘) c dD2. 

Considerons dans Dz des chemins v disjoints, joignant les points pi, 41, r6 i des points de 

ai tels que pi(v) soient disjoints des membranes ascendantes des points critiques d’indice 1, ce 

qui veut dire que l’image de ces chemins v apparait au niveau M, _ Considlrons le nouveau 

chemin ai’ obtenu de a: en poussant des “doigts” le long des chemins v (Fig. 10) et D12 le 

disque D2 auquel on retire ces doigts. On pose gi = Cpi (a;‘) et Ai = cpi (D'f ). 

On a alors les propriites suivantes: 

(a) ?ii, vu dans Ml, est un chemin dans M, - V, joignant V’r a a.aF, isotope dans 

M,-V;-ai2~-uU~-uU1 L au chemin Zi, la trace de 1’ isotopie &ant donnte par 

I’image des doigts. Le point Critique d’indice 1 defini par gi (proprilti 3 des membranes) se 

detruit done mutuellement avec le point critique d’indice 0 correspondant a .gy (proprietl4 

des membranes). 

Fig. 9 
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Fig. IO. 

(b) Le 2-disque plonge Ai bordl par pi = gi v cpi (yi) defini un point critique d’indice 2 se 

detruisant avec le point critique d’indice 1 dlfini par &. Le bord dAi coupe transversalement 

en un point exactement la nappe descendante du point critique d’indice 1 correspondant a la 

membrane a! (par construction) et ne coupe pas celle correspondant aux autres points 

critiques d’indice 1. 

Le lemme en resulte. 

94. DISJONCIION DES IMEMBRANES 

Soient L: Vx I + [(M - {p,}) x I], le plongement C” don& par le lemme 3.3 et (ai) 

(resp. (b,)) les points critiques d’indice 1 (resp. 2) de p 0 L. En procldant comme au debut de la 

demonstration du lemme 3.3, on peut supposer que les niveaux des (ai) sont proches et en 

dessous d’un niveau M x { t2} et qu’il existe un systeme de membranes ascendantes ,di (resp. 

descendante gj) jusqu’au niveau M x {t2} pour {Ui} (resp. bi) telles que: 

(1) les membranes ,rdi sont C”; 

(2) les membranes Qj sont C” au voisinage de L( V x I) et les bords des projections 

a L%+~, 2 .Gj virifient la proprietl (*). 

Le but de ce paragraphe est de demontrer le 

LEMME 4.1. I1 existe un systlme de membranes oPrifant les propridtts (1) et (2) ci-dessus 

dont les intkieurs des projections sont disjoints. 

Notons Nz un (petit) voisinage tubulaire C” (pour 0) de 

v,i=(M-{~o))~{t2})nL(VxI), fi=(Mx{t,))-N,-{PO), 

&f;I:=.k?i-N,, a;= ai-N,. 

Pour dtmontrer le lemme 4.1, on va appliquer le theoreme de disjonction de 

Casson-Freedmann ([2], theoreme 10.1 de [S], theorime 3 de [17]) a la variete ambiante &? 

et aux sous-varietes d:, 3;. Ce theortme est valable dans la catigorie C”: on va done 

demontrer (lemme 4.2) qu’il existe une structure differentiable sur M - {pOj rendant les sous- 

variites VcI, Ji, aj differentiables. 11 restera d verifier les autres hypotheses du theoreme de 

disjonction, a savoir la rri-negligeabilitl des familles ai, 3; et l’existence de 2-spheres 

immergies duales particulieres. 
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(a) Structure difl’rentiable sur M - {pO} 

L’objectif de ce sous-paragraphe est de demontrer le 

LEMME 4.2. Xl existe une structure d@rentiable r sur M - {pO} coincidant avec 8 au 
voisinage de V12, telle que Vf2, pi, aj soit des sous-varkts C”. 

Les membranes itant modelisles, il existe pour tout i, un plongement (topologique) 

vi: (D’,a) x R* + (M- {pO}, V,,), differentiable (pour B)sur q,T’(N,), tel que rpj(D2 x (0)) 
= Bj (il suffit de prendre N2 assez petit et d’utiliser le lemme 2.3). 

LEMME 4.3. Aprk une isotopie lisse de Ji jxe sur di n N2 et une isotopie (topologique) 

de aj de support duns M - {pO} - N,, on peut supposer que les points d’intersection de aj et 
pi sont dans N, (Fig. 11) oti tout est lisse (pour 6). 

DPmonstration. D’apris le theorime 2.2.2. de [13], ‘pj est C” (pour 0) au voisinage de b 

c D* x R* oti B est obtenu de D* x (0) en introduisant des paires de points de self- 

intersection (deformations de Casson [2] et Fig. 12). Ces paires de points apparaissent avec 

des disques de Whitney C”, notes { WF} contenus dans D* x R2 - (pi1 (N2). 

On notera bj = cpj(~‘) (on peut supposer que 6j n N2 = aj n N,). 

D’apres la proposition 2.2.4 de [13] (voir aussi la demonstration du theoreme 2.4.1 de 

[13]), dans un petit voisinage de cpj( E’f) (homeomorphe a pj( IV:) x R*), on peut mettre une 

tour de Whitney a 5 itages %j, differentiable pour 0, et dans celle-ci une anse de Casson CHS 

differentiable (voir [S], 92 pour la definition), homeomorphe a D* x R* ([5], theortme l.l), 

faiblement d&no&e darts le voisinage cp( Wj”) x R* (proposition 2.2.4 et demonstration de 

2.4.1 de [13]). Cela veut dire que le coeur D* x (0) de CHjL est (topologiquement) isotope 

modulo le bord a cp ( Wf) x (0). 

On peut disjoindre differentiablement pi des tours %‘F (demonstration du thlorime 2.4.1 

de [13]) quitte a introduire des points d’intersection supplimentaires avec dj. Par une 

isotopie C” de G’i, disjointe de { %gj”}, on peut pousser les points d’intersections de ai et Aj 

dans N,: pour cela il suffit de prendre des chemins C” dans Ai, disjoints, disjoints des tours 

%‘$, joignant les points ~j n Jr, i des points de N2 et de dlformer ai le long de ces chemins. 

Puis on fait des isotopies topologiques sur 61 (demonstration de 2.4.1 de [13]) dans les 

anses de C&son CH: pour supprimer les points de self-intersection de Aj. La famille de 

disques resultants {Aj} est isotope topologiquement dans M - N2 - {pO) i la famille { ~j) 

(CH! est faiblement dinode). Ainsi {Aj~ admet un fibre normal topologique, C” sur N2 

(puisqu’il en est ainsi pour aj). 

N2 

I’ 7f- , 
/ ’ , 

/’ ’ 
‘I 

’ ’ _\+__Gi \ 
@ 

2 
I’ 

Fig. 11. Fig. 12. 
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On termine la demonstration du lemme 4.2 de la facon suivante: soit ,Vr un voisinage 

tubulaire C” trivial de U ai, ~1;; un voisinage tubulaire (topologique) de U Aj, C” sur N2 
i j 

(qui existe d’apres ce qui precede). Au voisinage d’un point d’intersection p transverse de deux 

des trois varietes 2 = u ai, A = U Aj, Vtz, on peut supposer que le modele de l’intersection 

des voisinages tubulaires est B2 x & (B2 est la boule de dimension 2), le point p, les deux 
varietes et les fibres des voisinages tubulaires correspondant respectivement a (0) x {O}, B2 
x (0) u {Oj x B2, et aux facteurs horizontaux et verticaux. C’est vrai du fait que au voisinage 

des points d’intersection tout est C”. 
Chacun des voisinages tubulaires &ant trivial, le sous-espace Nz u ,V1 u JV”; a une 

structure C” naturelle I1 induite par celle de Vtl, &? et A. Soit W = M - {pO} 
- int (N2 u X1 u J+‘;) (int pour interieur). Le bord 8 W, de dimension 3, a une structure C” 
unique [ll], qui s’ttend par [ 131 (corollaire 2.2.3) en une structure differentiable I,sur W. 
Alors I = It u I,,, definit une structure differentiable sur (M - {p,}) x {r2} pour laquelle 
Vt,, S? et A sont des sous-varietes C”. 

On continuera de noter dans la suite Aj par aj. 

(b) n,-GgligeabilitC des fumilles { di}, {a;} 

Rappelons qu’on a pose a;II = m_ 3; = aj - Nz et fi = M - Nz - (p,,j. 

LEMME 4.4. Les deux families (&?;), { BJ} sont n,-nkgligeables dans fi, c’est ci dire que 

711 (iii - U&) = 111 (A - u a;, = 0. 
1 1 

DPmonstration. On construit un feuilletage topologique en ligne 9 (champ de trajec- 
tories au sens de [7], essay III, $3; voir aussi [16]) sur M x [0, t2] dont les seules singularitls 
sont les points critiques de p 0 L, tel que: 

(a) 5 est transverse aux niveaux M x {t>, tE[O, t2]; 

(b) 9 est tangent a L( V x I) et aux membranes ascendantes et descendantes des points 
critiques. 

On construit un tel champ de la facon suivante: dans une carte compacte P x [ - E, E] 
autour d’un point critique donnte par le lemme 2.1 oti p et L s’tcrivent: p(x, y, z, s, t) = t, 

L(x,y,z) = (x,y,z,O,~,x~ + c2y2 + QZ’), on peut trouver un champ C”, 1, tangent au bord 
lateral 8B x [ - E, E] verifiant les proprietes (a) et (b) ci-dessus et coincidant avec le champ e 
donnt dans la demonstration du lemme 2.3 au voisinage de 0. On &tend ce champ x 
(topologiquement) a M x [0, t2] i l’aide du theoreme d’extension de l’isotopie topologique 

c41. 
On peut supposer, de plus, que {pO) x I est une feuille de 9. 
Ce feuilletage 9 difinit un homiomorphisme de (M - {p,,} - L (V x (0)) - u ai) x (0) 

sur (M - {PIJ) - Vc, - v JA x {t2jl oli (2,) designe les projections des membranes de- 

scendantes des points critiques d’indice 1 sur M x {O}. Du fait que dim (ai) = 1, on a des 
isomorphismes: 

~~(M-{PO}-L(VX(O~)-~~~)=~~(M-{(P~~-~(V~(~)))~~~(~-{(PO})=O- 

D’autre part il n’est pas difficile de voir que 

n~((M-{~~}-V~~-u~i)x{t,j)-a,(~-U~~). 
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Le lemme en resulte (pour obtenir le resultat pour a; il suffit de renverser le cobordisme 

M x [O, 11). 

(c) Existence de 2-spheres duales 

LEMME 4.5. I1 existe des 2-spheres C” immergees dans fi (pour la structure r du lemme 

4.2) UT, Uf telles que: 

(1) &.g; = 9;.Q?; = bij 

(2) $,.qf = &.v; = 0 

pour tout couple (i, j), oti (.) designe le nombre d’intersection algebrique. 

Demonstration. 11 suffit de prendre pour Cgg (resp. UT) le bord de la coupole associee a la 

membrane ~j (resp. .a(). 

Le calcul des nombres d’intersection algebriques resulte de la proporiete (*) suivant le 

corollaire 3.2 et du fait que tout point d’intersection de ai avec BJ donne naissance a deux 

points d’intersection avec nombres d’intersection opposks pour di et ‘%‘g (resp. Bj et ‘%gP) 

(Fig. 13). 

(d) Le thtoreme de disjonction de Casson-Freedmann 

TH~OREME 4.6 ([5] theoreme 10.1, [17]). SoitX une surface normalement immergee dune 
variitk C” orienthe &I de dimension quatre telle que: 

(a) 7ri (iii - X) = 0 

(b) Pour chaque composante connexe Xi de X, il existe une 2-sphere immergee Ti transverse 
a X telle que Ti n Xj = dij et T* Tic 22. 

Soit 5 un lacet de Whitney couplant deux points doubles (p,q) de X avec nombres 

d’intersection opposes. Alors il existe une tour de Whitney i 6 etages (Te, d - Te) (voir [S], 92), 

attachle le long de V c aq(X), avec (T,,d-T,) c (fi-n(X),an(X)), oti n(X) est un 

voisinage tubulaire de X dans fi. De plus rri (fi - q(X) - T,) = 0. 

(e) Demonstration du Lemme 4.1 

D’apres le lemme 4.4, les 2-spheres %;, 9: donnees par le lemme 4.5 son1 rigulierement 

homotopes dans fi a des 2-spheres geomitriquement duale respectivement pour gi et a> 

(c’est a dire que 2; n 9Ty = 3; n Uf = Sij). D’aprts le lemme 10.1 de [5] dd a Casson, en 

introduisant de facon C” des paires de points d’intersection de 2; avec les BJ (deformations 

de Casson), la nouvelle famille { 2:‘) u { g,J} es rr,-negligeable dans fi (c’est a dire que t 

nt(A-uJ?+Ja;,=o,. 
i i 

Fig. 13 



394 B. Perron 

D’apris les lemmes 4.2 et 4.5 la famille { ai’, BJ} verifie les hypotheses du theoreme de 

disjonction 4.6. On peut supposer de plus que pour tout couple (i,j) le nombre algebrique 

d’intersection des intirieurs de &‘c;l;’ et 3; est 0. C’est vrai pour i = j en faisant (Cventuelle- 

ment) pivoter aj autour du point 8 ,E;Ii n d aj. Pour i # j, il faut eventuellement faire des 

additions de coupoles (propritte 7 du $2) en tenant compte du lemme 4.5. On peut done 

grouper les intersections de 2: et 3; par paires ayant des nombres d’intersection opposes. 

D’aprts le thlortme 4.6 ci-dessus, on peut trouver des tours de Whitney Tz, disjointes, pour 

chaque paire d’intersection (pk, q,.). 

D’apres les thioremes 1.1. et 5.1 de [S] chaque tour Ti contient un modele de Whitney 

topologique qui permet de supprimer les intersections de 2:’ avec $J par une isotopie 

(topologique). 

COROLLAIRE 4.7. Le plongement L: V x I + [(M - {p,}) x I le du lemme 3.3 est topolo- 

giquement isotope au plongement L,, x id, oti L,, = LI V x {0} + (M - {p,}) x (0). 

DCmonstration. D’aprb le lemme de destruction mutuelle (proprieti 4 des membranes) et 

le lemme 4.1, L est isotope topologiquement a un plongement L, tel que p 0 L, soit sans 

point critique. Le theoreme d’extension de l’isotopie topologique montre que L est isotope a 

un plongement d’image verticale. Le corollaire en resulte facilement. 

$5. FIN DE DkMONSTRATION DU THiORkME 0 DANS LE CAS OiJ M N’A QUE DES 

ANSES D’INDICE 2 

Rappelons qu’on est parti d’une pseudo-isotopie F : M x I + M x I telle que F 1 {pO} x 

I = id, qu’on a isotope FI(M - {pO}) x I i un C” diffeomorphisme H: (M - {pO)) x I + 

[(M-{p,}) x I le (corollaire 1.3)et que HI Vx I + [(M - {p,,J) x I]@ est C” isotope a un 

plongement L: V x I -+ [(M - {pO}) x I], n’ayant que des points critiques d’indice 1 et 2 en 

position de destruction mutuelle (lemme 4.1). Par le thioreme d’extension de l’isotopie Cm, il 

existe une isotopie differentiable, G,: [(M - {pO}) x I]@ 9 telle que: 

(1) Go = id; G, est I’identitl sur 8M x I u (M - {pO}) x (01 et en dehors d’un compact 

(2) G,oHlVxZ=L. 

On note cp le C” diffeomorphisme G, OH: (M-(~,})x~-r[(M-{~,})x~l,. 
Soient N = Vx Dz un voisinage tubulaire C” de V dans (M - {pO}), JY= N x I le 

voisinage C” correspondant de Vxl dans [(M-{po})xl],,,.,, d,N =VxZD’ et 

a+&-=a+ivd 

LE.MME 5.1. 4~ [(M - {PO}) x I] + [(M - {pO}) x Z] est (TOP) isotope mod (dM x 

~u(M--{Po))X{Oj) cj un homkomorphisme @ tel que $ I V x I u ~3 + ,Ysoit l’inclusion. 

D4monstration. Le plongement C” cp: V x I ---t [(M - {pO)) x Z]@ admet un voisinage 

tubulaire C”, E z cp(VxZ)x D2 tel que 

(1) E n C(M - {PO}) x to}1 = IV 
(2) les points critiques (de Morse) de pld, E z (V x I) x aD2 + I sont group&s par 

couples ( pi,qi), d’indice respectif k, k + 1, chaque couple correspondant a un point critique 

d’indice k de p 0 cp ( V x I. (Fig. 14) (il suffit de le faire dans le modele donnt par le lemme 2.1). 

Par le theoreme d’unicite des voisinages tubulaires C”, on peut supposer que q ( A’? = E. 

D’apris le lemme 4.1 les points critiques de cp I V x I + [(M - {pO}) x I]@ se detruisent par 

paires. On peut s’arranger pour que dans l’isotopie les points critiques de p I?+ E 
disparaissent (Fig. 14) (il suffit de la faire dans un modele). Par le theoreme d’extension de 
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Fig. 14, 

l’isotopie topologique [4] cpI V x 1 u d + Jy’ est isotope a un plongement dont l’image est 

verticale. Le lemme en resulte facilement. 

LEMME 5.2. La pseudo-isotopie @ du lemme 5.1 est isotope mod aM x I u (M - (pO)) 

x {0} u d, Nu V x I ti une pseudo-isotopie G telle que Gj Nest l’inclusion. 

DPmonstration. Rappelons que par le true d’Alexander TOP (D” x DP,D” x {O’, 

ua(D ” ‘“)) est contractile ou TOP ( , ) disigne l’espace des homeomorphismes de D” x Dp qui 

sont l’identite sur D” x 10; u a(D”‘P). 

L’homeomorphisme @r = @ I (M - { p0 1) x(l).-(M-{p,))x{l~ envoie Nx(1) sur 

lui-mime et est l’identite sur d N u V x { 1 j. En identifiant la paire (N x { 13, V x { 1)) avec 

(D2 x D2,D2 x {0}) le true d’Alexander montre qu’on peut supposer @r IN x { 1) = id. 
En identifiant ( JV, V x I) avec (D2 x D2 x I, D2 x {Oj x I) et en remarquant que $J envoie 

,l-sur JV, le true d’Alexander montre qu’on peut supposer @I JV’= id. 

En remarquant que M - $ est homiomorphe a la boule ti, une nouvelle application du 

true d’Alexander montre que la pseudo-isotopie de depart F est isotope a l’identiti. 

$6. DRMONSTRATION DU THRORRME 0 ES PRRSENCE D’ANSES D’INDICES 3 ET 4 

On se place dans les hypotheses du paragraphe 0 et on note Vci) (i = 3,4) l’union des 

(4 - i)-disques transverses aux anses d’indice i de M. On peut supposer que l’application 

po HI Vci) x I -+ I est une fonction de Morse C” (ou H est la pseudo-isotopie du corollaire 

1.3). Comme dans le $2 on peut attacher a chaque point critique de p 0 HI V’” x I une 

membrane ascendante (resp. descendante). 

Isotopie i l’inclusion de H 1 VC4’ x I. p 0 H 1 VC4’ x I n’a que des points critiques d’indice 0 

et 1; on peut demontrer comme dans le lemme 2.4 que toutes les membranes peuvent etre 

choisies C”. Dans un niveau intermediaire entre les points critiques d’indice 0 et 1, pour des 

raisons de dimension, on peut disjoindre de facon C” les membranes des points critiques 

d’indice 0 et 1. On procede alors comme dans les lemmes 5.1. et 5.2 pour isotoper H en 

restriction a un voisinage tubulaire de Vt4’ x I ti l’inclusion (on peut utiliser ici le theorime 

d’unicite du voisinage tubulaire C” dans la demonstration du lemme 5.1). 

Isotopie ci l’inclusion de H 1 Vf3) x I. On montre facilement qu’on peut tuer (de facon C” 

pour 19) les points critiques d’indice 0 (voir lemme 3.3). On choisit un niveau un peu en 

dessous des points critiques d’indice 2 de sorte que les membranes descendantes (resp. 

ascendantes) des points critiques d’indice 2 (resp. 1) soient C” (la dimension des projections 

des membranes ascendantes des points critiques d’indice 1 est un). 
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On peut alors disjoindre de facon C” dans ce niveau les projections des membranes. On 

termine comme ci-dessus. 

$7. DlhONSTRATION DU COROLLAIRE 1 

LEMME 7.1. Soit M4 une varietk verifiant les hypotheses du corollaire 1. Alors M4 est 

homdomorphe a W4 u X4 ou W4 est obtenu de la boule B4 en attachant des arises d’indice 2 et 

X4 est une variete contractile; de plus W r~ X = dX = d W est une 3-sphere d’homologie. 

Demonstration. 11 est facile de trouver un enlacement Y et une trivialisation T de son fibre 

normal dans S3 = 2 p tel que la varietl W4 obtenue de ti en attachant des arises d’indice 2 le 

long de (9,~) ait exactement mime forme d’intersection que M4. D’apris ([ 193 theorem 4.2), 

on peut choisir ( 9,7) de sorte que l’invariant de Rocklin de a W4 dans Z/22 (igal a cr (Y)/8 

mod 2 oti Yest une varilte parallelisable bordee par a W) soit lgal i I’obstruction stabilisee de 

Kirby-Siebenmann a la triangulation de M4. 

Le bord d W4 &ant une sphere d’homologie (a coefficients dans Z), borde une variete 

contractile X4 ([5] theorem 1.4’). D’apres le theoreme de classification des variitb de 

dimension 4 simplement connexes sans bord ([S] theorem 1.5) par la forme d’intersection, 

M4 est homlomorphe i W4 u X4 (c’est li qu’on a besoin de la condition sur l’invariant de 

Rocklin de d W4 quand la fo:me d’intersection de M4 n’est pas paire). 

LEMME 7.2. Pour la variete M4 = W4 v X4 d&rite dans le lemme 7.1, la variete 

contractile X4 est contenue dans l’intkrieur d’une boule topologique ti c M4. 

Demonstration. Soient Xi , X ‘i deux exemplaires de X; la variite X 1 U ( - X ‘r ) itant une 
d 

sphere d’homotopie est homlomorphe i la sphere S4 ([S] theorem 1.4’). Soit D4 c 2, une 

boule fermee; la somme connexe de X4 avec X1 u (- Xi) = S4 definie i l’aide de D4 est 
d 

identifiee I X4. On a alors les inclusions: 

X; c X, u(-X;)-b c X c M 
a 

oti XI U ( - X ‘i ) - B est homlomorphe & une boule de dimension 4. 11 est facile de voir 

qu’il ex6te une equivalence d’homotopie induisant un diffiomorphisme des bords entre 
W4=M4-X et w4 = M4 - k;. Le thloreme du h-cobordisme de Freedman ([S] 

theorem 1.3) montre que W et FV4 sont homlomorphes. 

Fin de demonstration du corollaire 1. Dans le $6, on a vu qu’on pouvait isotoper toute 

pseudo-isotopie F : M x I -+ M x Z i une pseudo-isotopie qui est l’identite sur p x I oti 84 

est la boule don&e par le lemme 7.2. La pseudo-isotopie F est done l’identite sur X4 x I 

c I? x I c M x I. On est done ramene a une pseudo-isotopie de W x I ( W = M - X) fixe 

sur d W x I u W x {O}. Le lemme 7.1 et le theorbme 0 permettent de conclure. 
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