
Courbes algébriques devoir 1

(1) Montrez que les sous-ensembles suivant sont des 
ourbes algébriques af-

�nes :

(i) {(t3, t4) | t ∈ R} ;

(ii) {r = sin θ}, en 
oordinées polar.

(2) Dé
rivez les 
ourbes algébriques dans la droite a�ne A
1(K).

(3) Donnez l'équation du 
onique x2−3xy+y2 en utilisant les nouvelles 
oor-

donées a�nes, determinées par les ve
teurs {(1, 1), (2,−1)} et le nouveau
point d'origine (3, 2).

(4) Cal
ulez le nombre d'interse
tion I0(ax+by, cx+dy) pour tous a, b, c, d ∈
R. La reponse sera in�uen
ée par le 
hoix des 4 nombre. On vois que le


hoix de 
oordonées n'a pas d'importan
e pour deux 
ourbes de degrée

1.

(5) Trouvez les nombres d'interse
tions I0(f, g) entre les pairs des 
ourbes

suivantes.

(a) f(x, y) = xy4 + y3 − x2
et g(x, y) = y5 + x2 − xy.

(b) f(x, y) = y3 − x3
et g(x, y) = y2 − x3

.

(
) f(x, y) = y − x3
et g(x, y) = y4 + 6x3y + x8

.

(6) Combiens des points y a-t-il dans P
2(Fp), où p est un entier premier et

Fp est le 
orps ave
 p éléments.

(7) Est-
e que les droites a�nes −2x+4y = 1 et x− 2y+3 = 0 s'interse
t ?

Quelles sont les 
ourbes proje
tifs qui 
orrespond, est-
e que les 
ourbes

proje
tifs s'interse
t, et si-oui, où ?

(8) Trouvez les formes homogènes des polyn�mes :

(i) y2 − 3xy + 5x− 2y − 21

(ii) x4 + 3x2y − 4y4 + 5y3 + y2 + 2x+ 6.

(9) Donnez un élément de PGL(2,R) qui envois les quatre points

{[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1], [1, 1, 1]}

dans P
2(R) à les quatre points

{[0, 2, 1], [1, 2,−1], [0, 1, 0], [1, 3, 2]}.

Rappelez-vous qu'on peut multiplier un triple par un élément λ ∈ R sans

modi�er le point representé par le triple.



(10) (a) Soit F et G les polyn�mes homogènes de degrés r, s dans K[X, Y, Z].
Montrez que FG est aussi un polyn�me homogène.

(b) Montrez que 
haque les fa
teur d'un polyn�me homogène dansK[X, Y, Z]
est aussi un polyn�me homogène.

(11) Soit R un anneau (
ommutatif et ave
 unité), et soi I un idéal, I 6= 0 et

I 6= R. Montrez que :

(a) Le quotient R/I est un anneau, ave
 les opérations d'addition et de

multipli
ation induites par les mêmes opérations que R.

(b) L'idéal I est premier si et seulement si R/I est un anneau intègre.

(
) L'idéal I est maximale si et seulement si R/I est un 
orps.

(12) Montrez que K[X ] a un nombre in�nie des polyn�mes irrédu
tibles mo-

niques (un polyn�me est monique si le 
oe�
ient de la plus grand puis-

san
e de X , qui est non-nulle, est 1). Conseil : supposez que F1, . . . , Fn

sont tous les polyn�mes irrédu
tibles moniques, et 
onsidérez le fa
tori-

sation de F1 · F2 · · · · · Fn + 1 en irrédu
tibles.

(13) Montrez que 
haque 
orps K qui est algébriquement fermé est in�nie. Il

peut vous aider d'utiliser que si K est algébriquement fermé, les poly-

n�mes irrédu
tibles moniques sont de la forme X − a, a ∈ K.

(14) Cal
ulez le résultant R(f, g) de 
es polyn�mes suivants :

(a) f(x) = x2 + 3x− 1, g(x) = 3x3 − 2x+ 2.

(b) f(x) = 2x2 − 3x− 2, g(x) = 2x− 1.

(15) Cal
ulez le résultant R(f, g)(y), par rapport au variable y de 
es poly-

n�mes suivants, qui est dans R[x][y] :

(a) f(x) = xy2 + 3y2 − 1, g(x) = 3y − 2x+ 2.

(b) f(x) = 2x2 − 3xy − 2y2, g(x) = 2xy − y2.


